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Exercice : Fonctions lipschitziennes

1.

2.

Soit a € I. Par hypothese, on a pour tout x € 1,0 < |f(z) — f(a)| < k|z — al.

Or, lim |z — a|] = 0 donc on déduit du théoréme des gendarmes que lim |f(z) — f(a)| =0,
r—a T—a

i.e. lim f(x) — f(a) = 0 puis lim f(x) = f(a), ce qui assure que la fonction f est continue
Tr—a Tr—a

en a.

Puisque ceci est vrai pour tout point a € I, on en déduit que ‘ f est continue sur . ‘

(a) e Supposons que f soit k-lipschitzienne sur /. Soit a € I.
f(z) — f(a)

Tr—a

Alors pour tout z € I avec x # a, on a |f(x) — f(a)| < klz—a| d’ou <

k.

Par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient en utilisant que f est dérivable
en a et par continuité de la valeur absolue sur R,

[@) = F@)] _ |, @) = f@)

Tr—a r—a T —a

= [f(a)] <k

lim
r—a

et ceci est vrai pour tout point a € I donc pour tout = € I,|f'(z)| < k.

e Réciproquement, supposons que pour tout = € I,|f'(x)| < k et montrons que f
est k-lipschitzienne sur I.

Soient (z,y) € I*.

Si x =y, on a bien |f(x) — f(y)| < k|x — y| car les deux membres de I'inégalité sont
nuls.

On peut donc supposer = # y et méme, sans perte de généralité, x < y.

Puisque la fonction f est dérivable sur I, alors elle est continue sur [z, y] et dérivable
sur |z, y[ donc d’apres le théoréme des accroissements finis, on en déduit qu’il existe

W = ['(c) d'ott f(x) = f(y) = f'(c)(x —y) puis en

un réel ¢ €|z, y| tel que

passant a la valeur absolue :
[f(@) = f)l = 1f'(O)llz =yl < klz = y]

car, par hypothese, pour tout ¢ € I, |f'(c)| < k.

On a donc bien prouvé que pour tout (z,y) € I*|f(x) — f(y)| < klz — y|, ce qui
prouve que f est k-lipschitzienne sur I.

(b) Puisque f est de classe C!' sur [a,b], alors f’ est continue sur le segment [a, b] donc
d’apres le théoreme des bornes atteintes, la fonction f’ est bornée sur |a, b].

On en déduit qu'il existe un réel positif k£ tel que pour tout = € [a,b], |f'(z)] < k.

D’apres la question précédente, ceci implique que | f est k-lipschitzienne sur [a, b].

(a) Montrons par récurrence que pour tout n € N, |u,, — I| < k™|up — 1.
Initialisation : pour n = 0, k°|ug — I| = |up — I| donc la propriété est triviale.
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Hérédité : soit n € N fixé tel que |u, — | < k™|ug — .
Montrons que |t, 1 — 1| < k" |ug — 1.
On a

[t = U = | f(wn) = FOOI < Klun — 1 < b x Ko — U] = K" Huo — 1],

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Ainsi, |pour toutn € N, |u,, — I| < k™|ug — .

Or, puisque 0 < k< 1, on a hrf k™ = 0 donc par comparaison, on en déduit que
n——+0o0

lim |u, —I| =0,
n——+00

ie. lim w,—0{=0dou| lim u, =1L
n—-+o0o n—-+o0o

(b) Supposons que la fonction f admette un autre point fixe [’.

En appliquant le méme raisonnement qu’a la question précédente, on montre de
méme que pour tout n € N, |u, — I'| < k™|ug — I'| puis que lirf Uy = 1.
n—-+0o0

Par unicité de la limite, on en déduit que [ = ', ce qui prouve que

+00

1
Probleme 1 : Calcul de g —-
n=1 n
1. Soit k € Z*.
e Calculons / t cos(kmt)dt en effectuant une intégration par parties. Pour cela, on pose
0
u(t) = t,u'(t) = 1,0/ (t) = cos(knt),v(t) = Sm}iﬂ et on obtient
T
! t sin(kmt) I cos(kmt)]' cos(km) —1
/0 t cos(kmt)dt = {Th — E/o sin(kmt)dt = [ R L =133
1 k
(-1 =1
d t knt)dt = ~—45——
onc /o cos(kmt) 122

1
e Calculons / t? cos(knt)dt en effectuant une intégration par parties. Pour cela, on pose
0

u(t) = t2,u'(t) = 2t,v'(t) = cos(kmt),v(t) = Sm;{:ﬂ et on obtient
T
1 2 o 1 1
2
/ t? cos(kmt)dt = [M} - —/ tsin(knt)dt = ——/ tsin(knt)d
0 km o km
On effectue une nouvelle intégration par parties en posant u(t) = t,u'(t) = 1,0'(t) =
_ cos(kmt) _
—sin(knt),v(t) = ——— et on obtient
km
! 2 [teos(krt)]' 2 ! 2cos(km) 2 [sin(kni) !
t* cos(kmt)dt = — — krt)dt =
/0 cos(knt) km l km L kzwz/o cos(knt)dt k2r? k2 [ km L
2
donc /0 t* cos(kmt)dt = e




2. Soit k € Z* et (a,b) € R?. Par linéarité de l'intégrale, on obtient

)F(2a+0b) —b

1 1 1 —
/ (at® + bt) cos(knt)dt = a/ t* cos(kmt)dt + b/ t cos(kmt)dt = (
0 0 0

k22
= —1)¥(2 b) —b 1
On veut { 2a_j; b _ 792 de telle sorte que (=1) (kir—;— ) =13 d’ou puis
2
a=—|
2

3. Par linéarité de l'intégrale, on trouve
1 T a ! bl nool
/ (at® + bt) §+Zcos(k7rt) dt = 5/ t2dt+§/ tdt+2/ (at® + bt) cos(krt)dt
0 k=1 0 0 k=10

a [31" b [2]" &K1
_§kYﬁkﬂ+;ﬁ

0 0 k
_a b1
6 4 k2
k=1
2 2 "1
TRy
k=1
— - 1 7T2
B 26
k=1
4. Soit n € N*| soit 0 €]0, 7[.
On a
Z cos(2k0) = Re <Z(cos(2k9) + isin(2k9))> — Re <Z e2ik0> — Re (Z(em‘@)k) .
k=1 k=1 1 P

Puisque 6 €]0, 7[, on a 26 €]0, 27| donc €2 # 1. On reconnait donc une somme de termes
consécutifs d’une suite géométrique de raison différente de 1 et on obtient

i(e%e)k _ 621‘91 - (6%9)”
o 1 — e2if

k=1
_ 6%0 1— 62in9
- 1 — e2i0

0i0 ema(eﬂ'na _ 6in9)

. 7
o eia(e—z‘e _ ei@)
_ @i(n+1)0 —2 Sln(ne)

—2isin(6)
sin(nf)
sin(9)

= (cos((n+ 1)0) + isin((n + 1)0))

cos((n + 1)8) sin(nd)
(6)

En identifiant les parties réelles, on obtient Z cos(2k0) =
k=1

- d’ou
2cos((n 4+ 1)0)sin(nd)  sin(f) + 2cos((n + 1)) sin(n@).

1+2 Z cos(kf) =1+ Sin(0) = sin(0)

k=1
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6.

Or, 2cos((n+1)0) sin(nd) = sin((n+1)0+nb) —sin((n+1)0 —nh) = sin((2n+1)#) —sin(6)
sin((2n + 1)6)
sin(6) '

d'ou |1+ 2 Z cos(k@) =

k=1
Soit A € R7.
Puisque f et ¢t — sin(\t) sont de classe C! sur [0, 1], on peut réaliser une intégration par

parties et on obtient
) cos(At)
] / 1'(t) cos(At)d

/O "R sin(i)dt =
(f<o>—f<1 / F(t) cos At)dt)

>/|>—t|—|

Puisque f est de classe C' sur [0,1], la fonction f’ est continue sur [0, 1] donc ¢
f'(t) cos(At) est continue sur le segment [0, 1].

D’apres le théoreme des bornes atteintes, cette fonction est donc bornée sur le segment
0, 1].

On en déduit qu'il existe un réel M positif tel que pour tout ¢t € [0, 1], | f/(¢) cos(At)| < M
d’ou

"(t) COS()\t)dt’ < /1 |f/(t) cos(At)|dt < /1 Mdt =
0 0

Ainsi, pour tout A € R, on a d’apres I'inégalité triangulaire

‘f(O)—f(l cos(A /f cos )\t)dt‘ < |fO)] + |f(1) cos(N)] +
< [fO+[f)[+M

"(t) COS()\t)dt‘

donc la fonction A — f(0) — f(1) cos( / f'(t) cos(At)dt est bornée sur R% , ce qui im-

A = 0 don )\l—l}-{loo 0

f(0) = f(1) cos(A) + fo ) cos(At)dt ol li / f(t)sin(At)dt =

plique que lim
A=+

(a) Montrons que f admet une limite finie en 0.

Tt
On sait que sin(x) ol et lltir% 5 = 0, donc par composition de limites, on obtient
ﬁ

sin(%t) > %t

(P —-2) w(t*—2t) o«

Ainsi, f(t) r A 57 = §(t —2) T donc E}% f(t) = —m.
On en déduit que | f est prolongeable par continuité en 0en posant f(0) = —.

it
(b) Soit n € N*, soit ¢ €]0, 1[. Alors 5 €]0, 5[C]0, w[ donc en appliquant la question 4

Tt
pour 0 = 2 on obtient

sin((2n + 1)0 sin((2n + 1)%)
(1 + QZCOS 2k0)> (2( Sin(0) )9) = (2( (@)
k=1 2

N | —

1 n
3 + ; cos(kmt) =



On a alors pour tout n € N*

/Ol(atQ + bt) (% + écos(lmt)) dt| = /01 (%Qtz _ ﬂ_zt) Sin(Z(QS?nzL:))%)dt
= /01 %(_E;)sin ((Qn + 1)7;) dt

_ /f Sm<2 n+1)w )dt

ou f est la fonction définie en question précédente.

7. On a lim M

n—-+oo 2

= +o00. Or, d’apres la question 5, puisque f est de classe C! sur
1

[0,1], on a Alim / f(t) sin(At)dt = 0 donc par composition de limites, on en déduit que
—+00 0

1
2 1
lim / f(t)sin <Wt) dt = 0, puis grace a la question précédente,

n—-+o0o 0

1 n
ngrfoo (at” + bt) (2 + ];:1 cos(knrt)) dt = 0.

Or, d’apres la question 3, pour tout n € N*,

b o [ L - i ) g 1 7
O(at+t) §+;COS( mt) | dt = 26

n 2

Probleme 2 : Méthode de Newton

Partie I : Formules de Taylor

1. Puisque n+1 > 1, la fonction f est de classe C! sur [a, b] donc la fonction f’ est continue sur

[a, b] et on a pour tout x € [a, b], f(x) / flt)dt = f(xo)+[f ()], = f(zo)+f(x)—f(x0)

donc |V € [a,b], f(z) = f(z0) / f(t)dt.
2. Notons pour tout n € N la proprlete P(n) < si f est de classe C"* sur [a, b], alors pour
S (x0) f (1) ( n
tout = € [a, b], Z o — (x —t)"dt >.
elnitialisation :

Pour n = 0, on suppose que f est de classe C* sur [a, b] et d’apres la question précédente,
on a pour tout x € [a, b,

z 0 r(k) (0+1)
f(z) :f(x0)+/ f’(t)dtzzf (x (x — xo / AU x—t) dt
zo fo—=




donc la propriété est vraie au rang n = 0.

eHérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie. Montrons que la
propriété P(n + 1) est vraie.

On suppose que f est de classe C""2 sur [a,b]. A fortiori f est de classe C"™! sur [a,b]
donc d’apres 'hypothese de récurrence, on a pour tout x € [a, b,

n k) T p(ntD)
x) = Z / k(!iﬂo) (z — mo)* + / fn—'(t)(x — t)"dt.
k=0 o

Puisque f est de classe C"*2 sur [a, b], alors f("*1 est de classe C! sur [a, b).

On peut donc réaliser une intégration par parties en posant u(t) = fO+D(t),u/(t) =
(x —t)" (x —t)"H!

FrED),0(t) = o v(t) = —m donc on obtient
o SP(ao) SOV (@ — )" Tt 1
flx) = % o (x—xo)’mr[— CES L(]Jr 5 (n+1)'< x—t)"dt

— Zn: G (z — 0)" + —f((;t) (1x)(|)) (x —x0)" + ' —{:12)1(;) (z — )" dt
n+1 f(k)(l’o)

_ Y A A (P

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
On a donc bien montré que, si f est de classe C"™! sur [a, ], alors

Yz € [a, b], Zf xo)k+/xwm—t)”dt.

. Puisque la fonction f est de classe C"*! sur [a, b], alors la fonction f™*+1) est continue sur
le segment [a,b] donc d’apres le théoreme des bornes atteintes, elle y est bornée.

On en déduit qu'il existe un réel M positif tel que |Vt € [a,b], | f™FV(1)] < M.
. Soit x € [a,b]. D’apres la question 2, on a
T f(nt1) (¢
/ f—()(:c — t)”dt‘ :
zo

n ) (g, .
J{CI A LT, .

e Six>uxp ona

A0 n [f1 )] 1()I n n (z —t)"*]"
/xOT(x—t)dt‘gfxo Y p—tdt < —/ (z—t)"dt = { — LO

z r£(n+1) _ n+1 _ n+1
W (1) (1)
e Sixz <y, ona

/:C:” f(n—i—l)(t) (x - t)"dt‘ < /::o |f(n—1') (1) o]t < % /zl‘o (t—z)dt = % {(t — x)n—&-l]xo

n! n! n+1 .

® e ()
w N
Dans tous les cas, on a bien

d’ou

M(QTO _ x)n—i—l _ M‘.T _ $O|n+1

dot -
o (n+1)! (n+1)!

(x —t)"dt| <

M|(E _ xﬂ’n—i—l

(n+1)!

Vo € [a,b], | f(x) —

(=}



Partie II : Principe de la méthode

1. Supposons par I'absurde qu’il existe deux réels ¢; et ¢y dans |a, b[, avec ¢; < ¢ tels que
fle1) = f(e2) = 0.

Puisque f est continue sur [cy, ¢o] et dérivable sur |cy, o[, d’apres le théoreme de Rolle, on
en déduit qu'il existe un réel ¢ €]cy, co] tel que f'(¢) = 0, ce qui est contraire a ’hypothese
de I’énoncé.

3.

Donc | f s’annule au plus une fois sur [a, b].

. La tangente a la courbe de f au point (¢, f(t)) a pour équation y = f'(t)(z —t) + f(¢).

Elle coupe l'axe des abscisses lorsque y = 0 < f'(t)(x — t) = —f(¢).

Or, par hypothese, f'(t) # 0 donc ceci équivaut a  —t = —

(a)

fe [
f/(t) puis |x =1 f’(t)'

1
Puisque ¢ €]a,b[,onac—a>0et b—c> 0. Soitr:§min(c—a,b—c) > 0.

1 1
Par définition, r < 5(0_&) <c—a(carc—a > 0)donc —r >a—cetr < i(b—c) <
b—c(carb—c>0)doncc—r >c+a—c=aetc+r <c+b—c=Db, ce qui prouve
que |J. =[c—r,c+r] Cla,b|.

Puisque f est de classe C? sur ]a, b[, donc sur J,., alors f’ et f” sont continues sur .J,.
Par composition avec la fonction valeur absolue qui est continue sur R, on en déduit
que |f’| et |f”| sont continues sur le segment J,.

D’apres le théoreme des bornes atteintes, elles y sont bornées et atteignent leurs
bornes donc |f”] admet un maximum sur J, et |f’| y admet un minimum, ce qui
légitime la définition de s, et i,.

Puisque 4, est le minimum atteint de |f'| sur J,, il existe un réel = € J,. Cla, b| tel
que i, = |f'(z)|. Or, par hypothese, f' ne s’annule pas sur Ja, b[ donc f'(z) # 0, d’ou
|f'(x)] >0, ie. .

Soit o un réel strictement positif tel que J,, Cla, b|.

Soit r €]0,r]. Alors J, C J,, Cla,b[ donc pour tout = € J,, puisque = € J,,, on a
|f'(x)| < s, donc en passant au maximum, 0 < s, < Sy, -

Par ailleurs, pour tout x € J,, puisque z € J,.,,|f"(z)| > i, donc en passant

au minimum %, > 4,,, d’ou par stricte positivité de i, et i,,,0 < P < E, puis
0< ! < L
217, 2179

En multipliant les deux inégalités qu’on vient d’obtenir, on trouve 0 < S—ZT < ;z'm ,

r 0

autrement dit si 7 < 79,0 < K, < K.
Ainsi, en multipliant par » > 0, on obtient 0 < 7K, < rk,,.

Or, lin% rK,, = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que
r—r

limrk, = 0.
r—0

Il existe donc nécessairement un réel r strictement positif tel que ‘0 <rK,. < 1.

Par définition de s,, on a pour tout = € J,, |f”(z)| < s,. On applique I'inégalité de
Taylor-Lagrange & la fonction f qui est de classe C? sur le segment .J, et on obtient
(en remplagant x par ¢ et zg par ¢, qui appartiennent tous deux a J,.) :

sple — cpl?

[/ (€) = flen) = ['(en)(e = ea)l S =5




(b) On a

Cng1 — ¢l = |en— L —c‘
f'(cn)
1 , o) — fe
_ m]f(cn)(cn ) — f(cn)l
1

- /()] 1f(c) = fcn) — f(en)(c—cn)| (car f(c) =0)

1 s]c—cyl?

N

(d’apres la question précédente).

|fen)] 2
1 1
Or, puisque ¢, € J,,|f'(c,)| = i, donc, puisque f’ ne s’annule pas, 7] < — dou
Cn ir
Sr 2 2
leni1 — ¢l < =—c— cn|” = K,|e, — .
21,

On a supposé que ¢, € J, = [¢c —r,c+ ] donc |¢, — ¢| < 7.
Il en découle que |c,y1 — c| < K, = r(rK,) < rcarr > 0 et rK, < 1 donc
5. Montrons la propriété par récurrence sur n € N.
elnitialisation : Pour n = 0, ¢y € J, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
eHérédité : Soit n € N tel que ¢, € J,.. La question précédente montre que si ¢, € J,,
alors c¢,411 € J,, ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Par principe de récurrence, on a donc bien montré que ‘pour toutn € N, ¢, € J,.

Puisque J, Cla, b| qui est le domaine de définition de f et de f’, on peut donc bien calculer
pour tout n € N, f(c,) et f'(c,). Par ailleurs, puisque f’ ne s’annule pas sur |a, b[, donc sur

c
J,, la quantité "~ a bien un sens pour tout n € N donc|la suite (¢, )nen est bien définie.
f'(cn)
Cn
K,|co —c])?*"
6. Montrons par récurrence que pour tout n € N, |¢, — ¢| < %.
T

(K, |co — c|)20 B K,|co — ¢

K K lco — ¢| = |co — ¢| donc

elnitialisation : Pour n =0, on a
la propriété est vérifiée au rang n = 0.
(Krleo —c])*

et montrons que
K, d

eHérédité : Soit n € N. On suppose que |¢, — | <

(Krleo — )™
K, '
En utilisant la question 4.(b) et '’hypothese de récurrence, on obtient

(Krleo = e)* \* _ (Krleg —e)*™
K. K, ’

Cni1 — ¢f <

lcne1 — ¢ < Kyen — cf* < K, x <

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

. , ) , K,|co — c])*"
Par principe de récurrence, on a donc bien montré que |Vn € N, |¢, — ¢| < %.
T
Puisque ¢y € J. =[c—r,c+r],ona |cg—c| <7 donc 0 < K, |cg—c| < rK, < 1.
. . . . (KT|CO - C|)2n .
e Si K,|lcog —c| = 0, il est clair que lim ~—————— = 0 donc par comparaison,
n—-+oo Kr

lim |c, —¢| =0.
n—+oo



e Si0< K,.|co—c| <1, alors (K,|cy — ¢|)?" = e2"nErlco=el) ayvec In(K,|co — ¢|) < 0 donc

lim 2"In(K,|cy — ¢|) = —o0. Or, lim e” = 0 donc par composition de limites, on en
n—r+00 T——00
déduit que
lim (KT‘CO — C’)Qn = lim €2n In(Kr|co—cl) =0
n—+00 n—+o0

donc par comparaison, on en conclut que lim |c, —¢| = 0.
n—-+00

Dans tous les cas, on a lim |c¢, —¢| = 0, ce qui implique que | lim ¢, = c.
n—-+o00 n—-+o0o

7. def Newton(cO, f, df):

n,c=0,c0
while n<=50 and abs(f(c))>10**x(-10):
n=n+1
c=c—f(c)/df (c)
if n<=50:
return c
else:
return



