LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2023-2024 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°18 Géométrie

Exercice 1

Notons C le cercle de diametre [AB]. Soit O le milieu du segment [AB]. On a les équivalences
suivantes :

MeC & OM=0A
& oM = |OA|?
& OM|? - |[OA? =0
o (OM —OA)- (OM +04) =0
& (@JFO—M)-(O?JFWJFO_A):O
& 1_4—]\7[-@\7[:0

car OB + OA=10 puisque O est le milieu de [AB].

Exercice 2

Notons I le milieu du segment [AB]. Notons (D) la droite passant par I et perpendiculaire a
(AB).
On a les équivalences suivantes :
AM =BM & |AM|P = |BM|?
|AM|? - | BM = 0
(AM — BM) - (AM +BM) =0
(AM + MB) - (Al +IM + BI +IM) =0
2@-17%:0 carj?[}—l—B;[):ﬁ
AB-IM =0
M e (D).

(1 A

Exercice 3
On a

@ = |BCI?
— (BA+AC). (BA+ AC)
— ||BAJ? + |AC|? +2BA - AC
= 62+02—21@-1@
b? + ¢* — 2bc cos().

Exercice 4

= 1—
1. Un systeme d’équations paramétriques de la droite est { g _ 94 Zi\ A ER.



Un vecteur normal a la droite est 77 = (4, 7) donc il existe un réel ¢ tel que 4o +7y+c =0
est une équation cartésienne de la droite. Puisque la droite passe par le point A(1,2),
ona4dx1+7x24c=0doncc=—18.

La droite admet donc pour équation cartésienne 4z 4 7y — 18 = 0.
2. Un vecteur directeur de la droite D est AB — (=6, 1). De plus, la droite passe par A(1,2)

= 1—-06A

_ 94 A € R.
Un vecteur normal & la droite D est 77 = (1, 6) donc il existe un réel ¢ tel que z+6y+c = 0
est une équation cartésienne de la droite D. Puisque la droite passe par le point A(1,2),
onal+2x64c=0doncc=—13.

La droite admet donc pour équation cartésienne = + 6y — 13 = 0.

donc un systeme d’équations paramétriques de la droite D est

3. Soit D' la droite d’équation 2x + y — 4 = 0. Un vecteur normal a cette droite est
@ = (2,1), qui est donc un vecteur directeur de D puisque D et D’ sont perpendicu-
laires. Puisque D passe par A(1,2), un systeme d’équations paramétriques de (D) est

r = 142\
Un vecteur normal & (D) est 77 = (—1, 2) donc il existe un réel ¢ tel que —z+2y+c = 0 est
une équation cartésienne de la droite D. Puisque D passe par A(1,2),ona —14+2x2+c¢ =
0 donc ¢ = —3.

La droite D admet donc pour équation cartésienne —z + 2y — 3 = 0.

4. Puisque 77 = (—7,4) est un vecteur normal & la droite D, celle-ci admet une équation
cartésienne de la forme —7x + 4y + ¢ = 0. Puisqu’elle passe par le point A(1,2), on a
—74+4x2+c=0doncc=—1.

La droite D admet donc pour équation cartésienne —7x + 4y — 1 = 0.

Un vecteur directeur de D est alors @ = (4,7) donc D admet pour systeme d’équations

[ = 1+4A
paramétriques : { y = 247\ ,A € R.

Exercice 5

La droite (AB) a pour vecteur directeur AB = (1,3) et pour vecteur normal 77 = (—3,1) donc
il existe un réel ¢ tel que —3x + y 4+ ¢ = 0 soit une équation cartésienne de (AB). Puisqu’elle
passe par le point A(1,1), on a =3+ 1+ ¢ =0 donc ¢ = 2.

Ainsi, la droite (AB) admet pour équation cartésienne —3x +y + 2 = 0.

Soit H(z,y) le projeté orthogonal de C sur la droite (AB). On a alors

H € (AB) o —3z 4y + 2 =0 [ 3r+y = 2
AB.CH = 0 (z=3)+3(y—1) = 0 r+3y = 6
N 6
Lo¢«3Lo+Ly | —3x+y = =2 - r
= { 0y = 16 = - 3
Y= 5

donc le projeté orthogonal du point C' sur la droite (AB) est le point H (£, 2).

Exercice 6

Le point  a pour coordonnées [ (£etrc ¥8%vc) — (3, ?)

Soit I'(xp,yr) le symétrique de I par rapport a la droite (AC).



Soit J(x,y,s) le milieu du segment [II']. Par définition, J € (AC) et les droites (I.J) et (AC)
sont perpendiculaires.
La droite (AC) a pour équation cartésienne v/3z —y = 0. On a donc le systeme suivant :

J e (AC) - V3z; —yy = 0 - yr = \/%'L'J
IJ-AC =0 Yay— 3+ Ly - L) = 0 2y = 2
3 3v3
d’ou J(2, £2). o .
Enfin, on a x; = ! 5 L ot Yy = yr-yr d’ou
V3
xp=2x;—x;=0 et yp ZQQJ_ZUIZT'
Exercice 7
e Calculons le point d’intersection de Dy et Ds, noté A(z,y). On a
x+3y:5L2<:% r+3y = 5 o r = —1
rT—2y = —95 -5y = -—10 y = 2
donc A(—1,2).
e Calculons le point d’intersection de D; et Ds, noté B(z,y). On a
r+3y = 5 L2<_L2_4L1{x+3y = 5 {3: = 3
<~ =
{4:6—33/ — 10 —15y = —10 y = 2
donc B(3, 2).
e Calculons le point d’intersection de Dy et D3, noté C'(x,y). On a
r—2y = -5 Lot Ladls r—2y = —5 el T = 7
dr—3y = 10 oY = 30 y = 6
donc C(7,6).
e Soit H(x,y) le projeté orthogonal de C' sur la droite (AB) = D;. On a
H e D, N x + 3y =5 - x+3y =5
AB.CH = Az —T7)—ty—6) = 0 dr—dy = 20

L2<?L:2>4L1{x—|—3y i 5! @{x = 9

donc H(5,0).

e L’aire du triangle ABC vaut alors

60 4y1
OnaAB:\/42+(—§2—\/16+ = SO: \é—oetCH:\/22+62:\/4_0:2\/1_0

AB x CH

donc l'aire du triangle ABC Vaut 3

Exercice 8

. —-b 1
1. o La hauteur issue de A admet comme vecteur normal B? = (C 0 ) = (c—0b) <0),
avec ¢ — b # 0 puisque les points B et C sont distincts, donc elle admet une équation

cartésienne de la forme x + d = 0, ou d est a déterminer.



Or, elle passe par le point A(0,a) donc 04+ d =0, d’ou d = 0.
Une équation cartésienne de la hauteur issue de A est donc x = 0.

e La hauteur issue de B admet comme vecteur normal @ = _Ca> (qui n’est pas le

vecteur nul, puisque (a, ¢) # (0,0) sinon les points A et C' seraient confondus) donc elle
admet une équation cartésienne de la forme cx — ay + d = 0, ou d est a déterminer.

Or, elle passe par le point B(b,0) donc ¢b+d = 0, d’ou d = —cb.
Une équation cartésienne de la hauteur issue de B est donc cx — ay — bc = 0.

. b .
e La hauteur issue de C' admet comme vecteur normal 1@ = —a) (qui n’est pas le

vecteur nul, puisque (a, b) # (0,0) sinon les points A et B seraient confondus) donc elle
admet une équation cartésienne de la forme bz — ay + d = 0, ou d est a déterminer.

Or, elle passe par le point C(c,0) donc be +d =0, d’ou d = —be.
Une équation cartésienne de la hauteur issue de C' est donc bx — ay — be = 0.

2. Cherchons le point d’intersection des trois hauteurs. Cela revient a résoudre le systeme

suivant :
x =0 T =0
cx—ay—bec = 0 & ¢ ay+bc = 0 (:){ v i 0
br —ay—bc = 0 ay+bc = 0 ay +be =0
Si a = 0, les trois points sont alignés donc ABC' n’est pas un triangle.
Ainsi, nécessairement a # 0 donc y = —%.

Le point d’intersection des trois hauteurs du triangle ABC' (appelé orthocentre du tri-
angle) est donc le point H (0, —%).

Exercice 9
1. On a
2 2 o 2 2 o 2 2 _ 902
Pyt =2 —Ay+1=0& (2—1)2—1+(y—2)>—4+1=0& (z—1)>+(y—2)> =4 =2

donc C est le cercle de centre O(1,2) et de rayon 2.

2. Soit (D) une droite passant par A et tangente a C, c’est a dire qu’elle intersecte le cerle
C en un seul point. Notons H(z,y) ce point d'intersection. Alors H vérifie :

HecC o 4+ -2 —4y+1 = 0 o 2+ —2r—4y =
AH-OH = 0 V(-1 +yly—2) = 0 Pty =
Lytlac Ly 4yt -2 —4y = -1 o 2?4+ (1—-2)?-22—-4(1-2) = -1
2r + 2y = 2 Y = 1-x

{29{:2 = 2
&
y = l—-u

d’ou (z,y) = (1,0) ou (x,y) = (—1,2).
Notons Hy(1,0) et Ho(—1,2). Les tangentes a C passant par A sont les droites (AH;) et
(AH,) d’équations respectives y = 0 et x + 1 = 0.



Exercice 10
— —
1. e Tout d’abord, puisque H € D, ||HM|| > jn]f;) |AM|| = d(M, D).
S

—
e D’autre part, pour tout A € D, puisque Jﬁ -HM = 0, on a d’apres le théoreme de
Pythagore,

|AM|? = ||AH + HM|? = | AH|? + | HM|? > || M)

- —
donc pour tout A € D, ||HM|| < ||[AM].

e —
Ainsi, ||[HM]|| est un minorant de I’ensemble {||AM ||, A € D} et est donc inférieur au
plus grand minorant de cet ensemble, i.e. ||[HM]|| < jnfD |AM||.
S

— —
Finalement, on a donc bien ||HM || = jng |AM|| = d(M, D).
€

2. Soit A(xa,ya) un point de D. Soit 7i = (a, b) un vecteur normal a la droite D.
On a AM - 71 = a(xg _E—A—Z + b(yo — ya) = axo + by — (axs + bya). Or, A € D donc
axs+ bys+ = —c d'ou AM - 11 = axg + byy + c.
Par ailleurs, AM -7t = (ﬁ—i—ﬁ)-ﬁ:zﬁ-ﬁ—kfm-ﬁzﬁ-ﬁcarﬁet 7 sont
orthogonaux puisque A et H appartiennent a D.
Pa_r>ailleurs, puiﬁl)ue HM et n ﬂlﬁ deux vecteurs normaux a D), ils sont colinéaires donc
HM -ii = +|HM| ||| = +||HM||va2 + b2.
Ainsi, |AM - 7| = |azo + byo + ¢| = |[HM||Va® + 52 d'on

— laxo + byo + ¢
d(M,D)=||HM|| =
(D) = 3| = e L o]

car a® + b? > 0 puisque (a,b) # (0,0).

3. e Analyse : Soit D une droite d’équation ax + by 4+ ¢ = 0 passant par A(4,2) et située
a distance 2 de l'origine.

On applique la question précédente avec M = (0,0),d(M, D) = 2 et on obtient

]

VEI B

Puisque A(4,2) € D, on a 4a + 2b+ ¢ = 0 donc|c| = |[4a + 2b|] = 2v/a? + b?.
En élevant cette égalité au carré, on obtient 164 + 16ab + 4b* = 4a® + 4b* d’on

2a(6a + 8b) = 0,

i.e.a=0o0uba+8 =0.

- Si a = 0, nécessairement b # 0 et D admet pour équation y = —g. La distance de 0 a
cette droite vaut alors 2 si et seulement si D a pour équation y = 2 ou y = —2. Mais A
n’appartient pas a la droite d’équation y = —2 donc la seule équation possible dans ce
cas est y = 2.

' 6a 3 , .
-Sia#0,alors b= —5 = 1% Une équation de D est alors

3 3
ax—zlay—4a—2(—zla) =0

d’ou en simplifiant par a # 0, x — %y — g = 0, ou encore 4xr — 3y — 10 = 0.



e Synthese :
- Soit D la droite d’équation y = 2. Alors A(4,2) € D et d(M, D) = 2.
- Soit D' la droite d’équation 4z — 3y — 10 = 0.
10
Alors A(4,2) e D' et d(M, D) = ——= =2
42 WD) = TEre

Les droites cherchées sont donc ces deux droites.

Exercice 11

Soient , U, W trois vecteurs non nuls de R? orthogonaux deux a deux.

Soient (av, 3,7) € R3 tels que ai + 47 + @ = 0. Montrons que o = 3 = v = 0.
Ona0=0-7=(i+ B0 +y0) -4 = aii-i+ V- i@+ -1 = a||i|)? puisque 7@ = @ - @ = 0.
Puisque @ # 0, on a ||@||> > 0 donc o|@||> =0 = a = 0.

En prenant le produit scalaire avec v et avec o, on montre de méme que 5 =y = 0.

Ainsi, a = 3 = v = 0, ce qui prouve que (4, v, %) est bien une base de R>.

Exercice 12

1. La droite passe par le point A(0,2), admet pour base (i.e. pour vecteur directeur) 4 =
= A

(1,3) et donc pour représentation paramétrique z AeR.

= 243X\

2. La droite (AB) admet pour vecteur directeur E = (3,3,3) = 3(1,1,1). On peut donc
prendre comme base (ou vecteur directeur) de la droite le vecteur @ = (1,1,1). Une

r = 1+A
représentation paramétrique de la droite est alors ¢ ¥y = 24X A€ R.
z = 34+ A

Soit P le plan de R? d’équation cartésienne x +y + z = 0. Il admet pour base (7, @) ol
v=(1,—-1,0) et W = (1,0, —1). Le vecteur 1@ est un vecteur normal au plan P donc

Ty

AM - v 0 r—1—-(y—2) = 0 r—y+1
M(a:,y,z)E(AB)@{m‘u_j - 0 <Z>{x—1—(z—3) =0 < rT—z+2

3. On a
3 )
3r+2y+52—-4=0 & y:—§x—§z+2
3 )
A (x,y,z):(x,—§a?—§z—|—2,z)

3 5)
& (z,y,2) =x(1, ~3 0) + z(0, —5 1)+ (0,2,0).
Donc si on note A(0,2,0) € P, on a

—_— 3 5
M(z,y,2) € P& AM = 2(1,—5,0) +2(0,—2. 1) = g(z, ~3,0) + 2(0,-5,2)

DO |

donc on peut prendre comme base du plan P le couple (@, 7) ou @ = (2,—3,0) et
7= (0,-5,2).
Une représentation paramétrique du plan P est alors

r = 2\

y = 2-3\—5u ,(\p)€R
z = 2u



4. Une base du plan P est (@,ﬁ) ol /@ = (0,-3,-3) = =3(0,1,1) ? =
(2,0,—2) = 2(1,0,—1). On peut donc prendre comme base du plan P le couple (d, V)
oud=(0,1,1) et 7= (1,0,—1).
une représentation paramétrique du plan P est alors

r = 14up
y = —1+X ,(\p) R
z = A—Uu

Cherchons un vecteur normal au plan P, i.e. cherchons @ = (a, b, ¢) tel que
=0 b+c = 0
- & & a=c=—b.

a—c = 0
Si on pose a = 1, on trouve 1 = (1, —1,1).

S
ST}

Il existe donc un réel d tel qu'une équation cartésienne de P soit v —y + z +d = 0.

Puisque le plan P passe par B(1,—1,0), on en déduit d = —2. Une équation cartésienne
de Pestalorsz —y+2—2=0.
5. On a
Jr+y—2+4+2 = 0 N Yy = —oxr—2
2v + 2 =0 z = —2x

& (x,y,2) = (v, —bxr — 2, —2z) = (1, -5, —2) + (0, —2,0)

donc la droite passe par le point A(0,—2,0) et admet pour base (i.e. pour vecteur

directeur) @ = (1,—5,—2). Une représentation paramétrique de la droite est alors
r = A
y = —2-—5X ,AeR.
z = —2)

6. Ona(x,y,2) = (0,1,2) = 2(0,0, 1) (0, 1,0) donc la droite D passe par le point A(0, 1, 0)
et admet pour vecteur directeur @ = (0,0, 1).

r = 0
Une représentation paramétrique de la droite D est alors ¢ vy = 1 ,A€R.
z = A

7. Ladroite D passe par le point A(—1,0, 3) et admet pour vecteur directeur @ = (2, —1, —5).
Soit P le plan d’équation 2z —y — 5z = 0. Il admet pour base (v, @) ou v = (1,2,0) et
U= (0,5,—1). Le vecteur @ est un vecteur normal au plan P donc

AM§ = 0 r+14+2y = 0 r+2y+1 = 0
M (z,y,2) GD(:){WU) 0 @{5y_(z_3> _ 0 ©

8. Le plan P passe par le point A(0, 1, —2) et admet pour base (u,7) ou @ = (1,—1,2) et
5= (1,2,0).
Cherchons un vecteur 7 = (a, b, ¢) normal au plan P. On a alors

{ O@{a—b+20=0<:>{2: %b

=0 a+2b = 0 = —2b
Si on pose b = 2, on obtient 7 = (—4, 2, 3).
Il existe alors un réel d tel que P admet pour équation cartésienne —4x+2y+3z+d = 0.
En utilisant les coordonnées du point A(0,1,—2) € P, on trouve d = 4.

S S
ST
|

Le plan P admet donc pour équation cartésienne —4x + 2y + 32 +4 = 0.



Exercice 13

Le plan (ABC') admet pour base (1@, 1@) ot AB = (0,1,4) et AC = ). Il admet pour
vecteur normal 77 = (1,0,0) et pour équation cartésienne z = 1.
Soit H(1,y, z) le projeté orthogonal de D(0,1,2) sur le plan (ABC). On a alors

DH-AB = 0 @{ y—1+4(z-2) = 0 @{y — 42149
DH.-AC — 0 —(y—-1)+2z—-2 =0 z = 2

y =1
@{222

donc le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC') est le point H(1,1,2).

Exercice 14

1. (a) e Le plan (OAB) admet pour base (@)1,0?) ol OA = (1,2,1) et OB = (3,2,0).
Soit 77 = (a, b, ¢) un vecteur normal au plan (OAB). Alors
-@)l:() {a+2b—|—c:0<:>{c: 2a

{ OB = 3a+20 = 0

En posant a = 2, on trouve 7 = (2, —3,4).
Puisque le plan (OAB) passe par le point O(0,0,0), il admet donc pour équation
cartésienne 2z — 3y + 4z = 0.

e Le plan (OCD) admet pour base ((ﬁ, @) ol (ﬁ (2,1,1) et O? (1,0,4).

Soit 7 = (a, b, ¢) un vecteur normal au plan (OCD). Alors

{

En posant ¢ = 1, on trouve 1 = (—4,7,1).
Puisque le plan (OCD) passe par le point O(0,0,0), il admet donc pour équation
cartésienne —4x + Ty + z = 0.

(b) Appelons D la droite obtenue en intersectant ces deux plans. Elle admet pour
équations cartésiennes :

ST

S 3y

S

0(:) 2a—|—b+c:O® b = Tc
a+ 4c =0 a = —4c

{ 21‘—3y+4z - 0 L2<*<L:2+>2L1 { 2I_3y+42 = O { xr = —3212

—dox+Ty+z = 0 y+9z =0 y = -9z

d’ou (z,y,2) = 5(—31,—-18,2) donc la droite D est la droite passant par (0,0,0) et
de vecteur directeur @ = (—31, —18, 2).
2. Dans l'espace, deux droites sont coplanaires si et seulement si elles sont paralleles ou
sécantes.
Déterminons un vecteur directeur pour chacune de ces droites.

On
r—2z = 1 r = 2z+1
(x,y,z)€D1<:>{ Yz = <:>{y _ .49
S (r,y,2) =224 1,24 2,2) =2(2,1,1) + (1,2,0)

donc un vecteur directeur de Dy est 4 = (2,1,1).



De méme,

r+y+z = 1 LocLo-Ly | TH+Yy+2z = 1
(x7yaz)€D2<:>{x_2y+22 - a —_— { —By—{—z _ a—l
st T Ayt2-a & (z,y,2) = (—4y+2—a,y,3y+a—1) = y(—4,1,3)+(2—a,0,a—1)
z — 3y+a_1 Y Y ) Y Y Y Y 9

donc un vecteur directeur de Dy est 7 = (—4, 1, 3).
Puisque # et ¥ ne sont pas colinéaires, les droites D; et Dy ne sont pas paralleles.
Calculons l'intersection D; N Dy. On a
T — 2z =1 r—2z =
Ls<Ls—1L1
Yy—z = 2 LiclLi-I; Yy—z
r+y+z =1 Y+ 3z
rT—2y+2z = a —2y+4z = a—-1

(x,y,2) € DN Dy &

I
=R R

T —2z = 1 r—2z = 1
LL 3FLL 3+_2LL2 y—z = 2 Lge2L4-L y—z =
4$— L4 2 - - 4 é_ 3 - —
4z = =2 4z = =2
2z = a+3 0 = 2a+8
Les droites sont sécantes si et seulement si le systéeme est compatible, i.e. si et seulement
si @ = —4 et dans ce cas le point d’intersection de D; et Dy est (0,2, —1)

y 95 9/
Ainsi, D; et D, sont coplanaires si et seulement si a = —4 et dans ce cas, elles sont

contenues dans le plan passant par le point (0, %, —%) et de base (u, 7).

3. (a) Déterminons un vecteur directeur pour chacune de ces droites. On a

(I'yZ)ED3<:>{ £U+2y—z = 0 L2<—L2—L1{1‘+2y_z - 0

r+3y—52 = =2 y—4z = =2
< { A = (x,y,Z) = (_7Z+4>4Z - 272) = Z(_77471) + (47_270)
y = 4z-—2
donc un vecteur directeur de D3 est i = (—7,4,1).
De méme,

(x7y,z)€D4<:>{2x+3y+22 B 35 @{m = e

y—4z = — = 42-5
S (r,y,2) = (=T2+9,42 —5,2) = 2(—7,4,1) + (9, —5,0)
donc un vecteur directeur de Dy est @ = (—7,4,1).

Les droites D3 et D, ayant méme vecteur directeur, elles sont paralleles (et non
confondues car (9, —5,0) ¢ Ds).

(b) Soit A(4,—-2,0) € D, et B(9,—5,0) € Ds.
Le plan P qui contient D3 et D, est alors le plan passant par le point A et de base
(4, AB) ou AB = (5,—3,0) (qui est bien non colinéaire a ).
Cherchons un vecteur 7 = (a, b, ¢) normal au plan P, i.e.

i =0 [ Tatdb+e = 0 _ fec =
i AD = 0 5a—3b0 = 0 b =

En posant a = 3, on obtient 77 = (3,5, 1).

wlon
wie
S

Il existe alors un réel d tel que P admette pour équation cartésienne 3z+5y+z+d = 0.
En utilisant les coordonnées du point A, on trouve d = —2 donc P admet pour
équation cartésienne 3x + by + 2z — 2 = 0.



