21

Développements limités

Dans tout le chapitre, on considére des fonctions f : I — R définies sur un intervalle réel
I. On consideérera des limites en a € I, ce qui signifie que a est dans I ou est situé aux bornes
de l'intervalle I, a étant éventuellement infini.

21.1 Définition et propriétés des développements limités

21.1.1 Négligeabilité

Définition 1: Négligeabilité

Soit f : I — R, soit a € I. Soit n € Z.
On dit que la fonction f est négligeable devant la fonction z — x™ au voisinage de a si

lim M

x—a "

=0.

On note f(x) = o(z™) et on dit que f est un < petit o >de ™ au voisinage de a.
a

Remarque 1. e En pratique, on utilisera le plus souvent cette notation pour a = 0 et a = +o00.
e On a f(z) = o(1) si et seulement si lim f(x) = 0.
a Tr—a

In(z)

Exemple 1. ¢ On a In(x) = o(z) puisque xginoo = 0.
In(z)
e On aln(z) = o(%) puisque lim —~* = lim xIn(z) = 0.
( )0+ (3) puisq e0t 1 w0+ ()

e Sin < malors 2 = o(z™) et ™ = o(z").
+o0 0

Concrétement, z = o(z?) et 2% = o(x).
+o00 0

Proposition 1

Soit f : I — R, soit a € I. Soit n € Z.
Alors f(z) = o(z™) si et seulement si il existe une fonction € : I — R telle que pour
a

tout x € I\ {0}, f(z) = 2"e(z) avec ill)r}la(:c) =0.

f(z)

xn

Démonstration. e Supposons que f(z) = o(z"). Posons pour tout x € I\ {0},e(z) =
a
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On a alors pour tout x € I\ {0}, f(z) = 2"¢(z) et lim e(x) = lim /() = 0.

T—a rz—a "

e Supposons qu'il existe une fonction € : I — R telle que pour tout x € I\ {0}, f(z) =
x"e(x) avec ligl g(z) =0.
r—a

Alors lim Jlw) = lim e(x) = 0 donc f(z) = o(z™). [ |

z—a N T—a a

Proposition 2: Propriété des petits o

Soit n € Z. Soit f : I — R. Soit a € 1.
On suppose que f(x) = o(z").
a

1. Sia” = o(z™), alors f(x) = o(z™).
2. Pour tout p € Z, f(x) x 2P = o(z"P).
3. Soit g : I — R telle que g(z) = o(z™).
Alors pour tout (A, ) € R2, \f(x) + ug(x) = o(z").

=0.

Démonstration. Puisque f(z) = o(z"), alors ligl f(f)
a r—a I

n

1. Siz™ = o(z™), alors lim L~ 0 donc
a x—a ™

lim @ = lim @ﬁ 0,

x—a ™ Tz—a " gMm
donc f(z) = o(z™).
a
2. Soit p € Z. On a
P
i L8 X2 T@
T—a xntp x—a "

donc pour tout p € Z, f(x) x 2P = o(x"P).
a

3. Puisque g(z) = o(z"), alors liLn @ =0.
a r—a T

Soient (\, ) € R% On a

M: hm)\f(ac) +Mg(x) =0

xh ™

lim

r—a xn T—ra
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21.1.2 Développements limités en 0

Définition 2: Développements limités en 0

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I tel que 0 € I. Soit n € N.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en 0 s’il existe des réels
(ao, - -.,a,) € R tels que

f(x) — Z apa® = o(x").
k=0

On note alors le développement limité de f a ’ordre n en 0 sous la forme

f(z) = Z arz® 4 o(x™).
k=0

Remarque 2. e Une définition équivalente est la suivante : on dit que f admet un développement
limité d’ordre n en 0 s’il existe des réels (ag,...,a,) € R"*! et une fonction ¢ : I — R avec
liH(l) e(z) = 0 telle que pour tout = € I,

T—r

f(z) = Zakxk + z"e(z).
k=0

e Si f admet en 0 un développement limité d’ordre n, alors pour tout p € [0,n], f admet
un développement limité d’ordre p en 0 obtenu par troncature.

n
En effet, si f(x) = Zakxk + 2"e(x), avec lin% e(x) = 0, alors pour tout p € [0,n],
T—>
k=0

P n
f(z) — Z apx® Z apz® + x"e(x) . e

— k=

:Ekp_o == P = D " PHa"Pe(n) = ) apypat ol Pe(2) !
k=p+1 k=1
p p
donc f(x) — Zakxk = o(zP) d’oun f(x) = Zakxk + o(aP).
k=0 k=0

1
Exemple 2. Soit f: 2z +—— 1—o Soit n € N.
—x

n
On a pour tout €] — 1,1[,1 — 2" = (1 — x) Zl‘k donc pour tout z €] — 1, 1],

k=0
1 n X xn—l—l
= E x” + .
1—z 1—z
k=0
zn+1 n+1

Or, lim -=% = lim =0 donc = o(z™).

z—0 " z—=01—2x 11—z o0

Ainsi, la fonction f admet un développement limité d’ordre n en 0 et on a

1 n
— => o) =1+a+a2®+a2’+- +a" +0(a").
k=0

Année 2023-2024 3/18 Alex Panetta



BCPST1 Lycée Fénelon

1
On en déduit que T

~1+x.
0

En remplagant z par —x, on trouve le développement limité

= Zn:(—x)k +o(z") = Zn:(—l)kxk +o(@™)=1—z+a® -2+ -+ (=1)"2" + o(z").
k=0 k=0

1
1+2x

Proposition 3: Unicité du développement limité

Soit f: I — R avec 0 € I. Soient n € N. On suppose que f admet deux développements
limités d’ordre n en 0 de la forme

fl@) =) apa® +o(a")
k=0

et
f(z) = Z brz® + o(z").
k=0

Alors pour tout k € [0,n], ax = by.

Démonstration. Par hypothese, il existe deux fonctions € : I — R et n: I — R avec
lim g(x) = lim n(x) = 0 telles que pour tout = € I,
z—0 z—0

f(z) = Z apz® 4+ 2"e(z) = Z bra® 4+ 2"n(x),
k=0 k=0

d’ou pour tout z € I,
n

S (ar = bzt +a"(=(2) — () = 0.

k=0

Supposons qu'’il existe k € [0,n] tel que ay # bg.
Soit r = min{k € [0,n],ar # bx}, i.e. a, # b, et pour tout k € [0,r — 1], ar = bg. Alors
pour tout x € I,

n

> (ar —by)a* + 2"(e(2) — (@) =0,

k=r

d’ott en divisant par z”, on a pour tout z € I\ {0},

ar — b +x Z (ar — bp)z" 1" + 2" " (e(z) — n(x)) =0
k=r+1

n
Par hypothese, on a lim e(z) —n(x) = 0 et par ailleurs lim ag — bp)x* 17" = 0 donc
yp , lim e(z) —n(z) p lim kZH( k — br)
=r
en faisant tendre x vers 0, on trouve a, — b, =0, i.e a, = b, ce qui est absurde.

Nécessairement, pour tout k € [0,n], ap = by, d’out 'unicité du développement limité. |

Remarque 3. Ceci entraine également que pour tout x € I\ {0},e(x) = n(x), mais on ne les
écrit pas en pratique.
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Corollaire 1: Parité du développement limité en 0

Soit f: I — R une application définie sur un intervalle I centré en 0.
Soit n € N. On suppose que f admet un développement limité d’ordre n en 0 de la forme

n
x) = Z agz® + o(a"
k=0

1. Si la fonction f est paire, alors pour tout k € [0, n] avec k impair, a; = 0.

2. Si la fonction f est impaire, alors pour tout k € [0,n] avec k pair, ax = 0.

Démonstration.

1. Si f est paire, alors pour tout « € I, f(z) = f(—x), i.e. pour tout = € I,

Z apzh + o(x Z ag(— ? Zn: akxk + o(z").

k=0
Par unicité du développement limité, on en déduit que pour tout k € [0,n], ar = (—1)*ay
donc si k est impair, ap = —ag, d’olt ap = 0 si k est impair.
2. Si f est impaire, alors pour tout x € I, f(z) = —f(—=x), i.e. pour tout z € I,

n

Zaka} + 0 ? Zak +o ™= - Z(_l)k+lakxk + o(x”).

k=0

Par unicité du développement limité, on en déduit que pour tout k& € [0, n], ar, = (—1)k1q
donc si k est pair, ar = —ay, d’olt ar = 0 si k est pair.

21.1.3 Opérations sur les développements limités

Définition 3: Somme de développements limités

Soient f,g: 1 — R, avec 0 € I. Soient (n,p) € N> avec n < p.
On suppose que f et g admettent en 0 des développements limités d’ordre n et p respec-
tivement de la forme

n
x) = Zakxk +o(z") et gz Z brx® + o(aP).
k=0

Alors pour tout (), u) € R?, la fonction Af + g admet en 0 un développement limité
d’ordre n de la forme

(A + pg)(z ﬁkz_o)\ak—i-ubkx + o(z").

Démonstration. Il existe des fonctions € : I — R et n : I — R vérifiant lir% e(z) =
T—

lim n(x) = 0 et pour tout = € I,
z—0

n
= Z arz® 4+ 2"e(z) et gz Z bra® + xPn(z).
k=0
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Pour tout (A, 1) € R2, pour tout z € I, on a

n p
(A + 1) (@) = M (@) +pugle) = Y _(Mak+ubp)a® +a" Y pbga" " +2" (Ae(x) + pa? ().
k=0 k=n+1
Ainsi, pour tout x € I,
n
(Af + 1g)( Z (Aak, + pby)z )
=0 = Z bz 4+ Ae(x) + paP"n(z) — 0
x—0
k=n+1
n
donc (Af + pg)(x) (Aag, + pbg)z = o(z™), ce qui est le résultat souhaité. [ |
k=0
1
Exemple 3. 1 + T L+az+22+23+o(@®)+1 -2+ 22+ o(x?) = 2+ 222 + o(2?).
— x
La fonction z — 1 + T étant paire, son développement limité n’a que des monémes
—x x

de degrés pairs.

Proposition 4: Produit de développements limités

Soient f,g:I — R, avec 0 € I.

Soient (n,p) € N? avec n < p.

On suppose que f et g admettent en 0 des développements limités d’ordre n et p respec-
tivement de la forme

n
— k n p
m)OZaka‘ +o(z") et g(x Zbkm + o(zP)

La fonction fg admet en 0 un développement limité d’ordre n de la forme

Démonstration. Il existe des fonctions € : I — R et n : I — R vérifiant lir% e(z) =
T—r

lim n(x) = 0 et pour tout = € I,
z—0

n
:Zakxk—i—xne(x) et g(z Zbk:c + z"n(x).
k=0
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Par propriété du produit de polynémes, on trouve que pour tout x € I,
(fo)(x) = [flx)g(x)

= (iakﬂck> (ibkmk>+x < Zakiﬂ +e(x Zbklﬂ + z"e(z)n ())
k=0 k=0

2n
= Z Z abj | «F < Zak:c +e(x Zbk:c + 2"e(z)n(z ))
k=0 | i+j=k
1<isn
1<j<n

= Z Z aibj .%'k+.%'n5(.%')

k=0 | i+j=k
1<i<n
1<g<n
2n n
ound(z)=|=z Z Z a;b; xk_”_1+77(x)2akx +e(x Zbkx + z"e(z)n(z)
k=n+1 | i+j=k k=0
1<i<n
1<jsn

Ainsi, pour tout x € I,

(f9)(z) — > ab; | 2"

k=0 | i+j=Fk
1555
ISP — 6(.’17) N 0’
" z—0
n
donc (fg)(x) — Z abj | «F = o(z"), ce qui est le résultat souhaité. [ |
k=0 | it+j=k
1<i<n
I<g<p
o , L 1+ a?
Exemple 4. Déterminons le développement limité en 0 de z — Tz
x
L+a® (14221 —z 422 — 23 + o(z?))
1+

= 1—az+2?—23+o(x®) +2? — 23 + o(z®)
= 1—x+22% - 223+ o(z?).

Remarque 4. On peut également composer des développements limités, comme on le verra
sur des exemples ultérieurs.
n

1 _ Z(—l)k(xz)k+o((:1;2)”) — 1_x2_’_$4_x6+"_+(_1)nx2n+0< Zn)_

Par exemple, ———
PRI k=0
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21.1.4 Développements limités en un point et en ’infini

Définition 4: Développement limité en un point

Soit f: I — R, soit a € I un réel.
Soit n € N. On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a s’il existe des
réels (ag, ..., a,) € R™! tels que

Il est équivalent de dire que la fonction g : h — f(a + h) admet un développement limité
d’ordre n en 0.
En effet,

) @)=Y aple - a)F
k=0

a T—a (.CL' - a)” =0

En posant x = a + h, i.e. h = x — a ceci équivaut a

fla+h)— Zakhk
lim =0

h—0 h™

:07

dott g(h) = " arh® + o(h™).
k=0

Remarque 5. En pratique, on ramene toujours un développement limité en un point a € R a
un développement limité en 0 via le changement de variable h = z — a.

Proposition 5: Développement limité d’une fonction continue ou dérivable

Soit f: 1 — R, soit a € I.

1. La fonction f est continue en a si et seulement si elle y admet un développement
limité d’ordre O et dans ce cas,

f(z) = f(a) +o(1).

a

2. La fonction f est dérivable en a si et seulement si elle y admet un développement
limité d’ordre 1 et dans ce cas,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a).

a

Démonstration.

1. On a les équivalences :

fest continue ena < lim f(x) = f(a) < lim f(z) — f(a) =0 < f(z) — f(a) = o(1),

T—ra T—a a

ce qui équivaut a f(z) = f(a) + o(1).
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2. La preuve a déja été faite dans le chapitre < Dérivation des fonctions réelles >.

En effet, on a montré que f est dérivable en a si et seulement si il existe une fonction
e: I — R avec lim g(z) = 0 telle que pour tout = € I,
r—a

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e().

Or, (x — a)e(x) = o(z — a), d’ou le résultat voulu.

Remarque 6. En revanche, il se peut qu’une fonction admette un développement limité d’ordre
2 en un point sans y étre deux fois dérivable.

fR — R
P 1 . 3 .: l .
ar exemple, soit x°sin(;) sia #0
0 siz = 0.
1
Tout d’abord, comme la fonction sinus est bornée, on a bien lin%) 23 sin <> = 0, d’ou
xr— x

lir% f(x) =0= f(0), ce qui prouve que la fonction f est continue en 0.
d

La fonction f est dérivable sur R* et on a pour tout x € R*,

f'(z) = 32 sin (i) — z cos (i) .

Par ailleurs, f est dérivable en 0 puisque

lim M = lim 2% sin (i) =0

x—0 z—0 z—0

donc f/(0) = 0.
f'(x) = 1'(0)

en 0 puisque cosinus n’a pas de limite en l'infini.
Ainsi, la fonction f n’est pas deux fois dérivable en 0.
Or, elle y admet bien un développement limité d’ordre 2 puisque

lim f(z) = lim z sin <1) =0

0 22 0 T

En revanche, pour tout x # 0 l) — cos (1) et ceci n’a pas de limite

:3xsin(x z

donc f(x) = o(x?), ce qui est le développement limité d’ordre 2 en 0 de f.

Définition 5: Développement limité en ’infini

Soit f : [a,+00]— R, ot @ € R. On dit que f admet un développement limité en +oo
s'il existe deux entiers (n,p) € N? et des réels (ag,...,a,) € R"™! et (by,...,b,) € RP
tels que

n D
1 1 b b 1
_ k 1 'p
J(l’)—goakl’ +k§1bkk+0<p) _—anxn+~--+a1x+ao++---+p+o<p>.

Remarque 7. e On définit de méme un développement limité en —oo.
e En pratique, un développement limité en +oo sert a déterminer des asymptotes et la
position relative de la courbe de la fonction étudiée par rapport a cette asymptote.
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2
1
Exemple 5. Soit g définie sur R\ {1} par g(z) = :v +1 . Déterminons un développement limité
T

de g en +00 et en —oo0.
On se ramene a un développement limité en 0 : on a pour tout x ¢ {0, 1},

22 +1 z+1
9(z) = =11
z(1-1) 1-1

1
Posons h = —. Quand z tend vers +oo, h tend vers 0 et on a le développement limité d’ordre 2
x

1
enO:m1+h+h2+o(h2) donc en 400 :

1 1 1 1
Or,en +o00,—+ —+o0o|—) = o| — ) donc
z2 23 23 ) 40 \ =z

o(z) = x+1+i+0<1).

+oo T

En particulier, lir}rq g(z) — (x + 1) = 0 donc la courbe de la fonction g admet pour asymtote
T—r+00

oblique au voisinage de 400 la droite d’équation y = = + 1.

+o0 ;
+00, g(z) — (x+1) > 0, ce qui prouve que la courbe de la fonction g est située au-dessus de son
asymptote oblique au voisinage de 4o0.
2 1 2 1
On montre de méme que g(z) = v+ 1+ —+o0 <> ,doug(x)—(z+1) = —+o <>
—00 X X —o0 X
Ainsi, la courbe de la fonction g admet pour asymtote oblique au voisinage de —oo la droite

2 1 2
De plus, g(z) — (z+1) = —+o <> et au voisinage de +00, — > 0 donc au voisinage de
x x

d’équation y = x + 1. Cette fois, au voisinage de —oo, — < 0 donc la courbe de la fonction g est
x

située en-dessous de son asymptote oblique au voisinage de —oo.

21.1.5 Primitivation d’un développement limité

Proposition 6: Primitivation d’un développement limité

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, avec 0 € I.
On suppose que la fonction f’ est continue sur I et admet un développement limité
d’ordre n € N en 0 de la forme

f'(z) = Z arz® 4 o(z™).
k=0

Alors la fonction f admet un développement limité d’ordre n + 1 en 0 de la forme

n+1 ok
f@) = f0)+ ) ak-17- +o(a" ).
k=1
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Démonstration. Par hypothese, il existe une fonction n : I — R avec lirr%J e(x) = 0 telle
T—

que pour tout t € I,
F16) = apth +tmn(t).
k=0
Soit z € I. En intégrant entre 0 et =, on obtient d’apres la relation de Chasles
f@-10 = [ ro
— Z/ apthdt + / t"n(t)dt
k=070 0
i |: tk+1 :|33 T
= ax + / " (t)dt
— kE+1], 0

n xk+1 T
t"n(t)dt.
el A0

k=0
Soit € > 0.
Puisque lirf n(x) = 0, il existe a > 0 tel que pour tout z € I N [—a, af, [n(z)| < (n+ 1)e.
T—>+00

Soit z € I N [—a, af.
eSiz>0,o0na

x xT x tn_l,_l €T
/ t"n(t)dt| < / [t"n(t)|dt < (n+ 1)5/ t"dt = (n+1)e [ ] = ex™T = g2™ .
0 0 0 n+1],

e Siz<0,ona

x n 0
/0 t”n(t)dt' < /: [t"n(t)|dt < (=1)"(n+1)e /: t"dt = (—1)"(n+1)e [:L le = (—1)" gt

Ainsi, pour tout z € I N [—a,q],

x
T / tnT](t)dt
/0 t"n(t)dt' < glz™Y donc OxT < € ce qui

X
tnn(t)dt =
prouve que ;gr(l) OxT =0, i.e. /0 t"n(t)dt = o(z"™1).

On a donc bien pour tout z € I,

n xk+1 T n+1 .%'k
F@) = 10 + > gy + [ OO = F0)+ Y arG + o™,
k=0 0 k=1

Exemple 6. Soit f définie sur | — 1,4o00[ par f(x) = In(1+ z). La fonction f est dérivable sur
_ 1 d d /. ’ ! —
| — 1, +o0o[ de dérivée f'(z) Ttz

On sait que pour tout n € N, f/ admet un développement limité d’ordre n en 0 de la forme

, avec [’ continue sur | — 1, 4o0.

n
= l—x+a®—2> 4+ + (=1)"2" + o(z") = Z(—l)kxk + o(z")
k=0

1
1+2
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donc en primitivant, on trouve un développement limité de f d’ordre n + 1 en 0 de la forme

2,3 2l . n+1 N 1wk .
ntly — —1)kt ),
Fola™h) = 3 (1 o™

f(z) =In(1+x) :f(0)+x—%+?+...+(_1)n

n—+1

En remplacant « par —z, on trouve un développement limité d’ordre n + 1 en 0 de x —
In(1 — z) de la forme

n+1 n+1
b1 (—x)k 1 xk 1 72 23 Ll 1
_ _ -1 "7 n — - mn — = R n
In(l-z) =Y (-1) o) = > oo™ = —a—T -5 ol ).
k=1 k=1
Remarque 8. En revanche, on ne peut pas dériver un développement limité.
R — R
. 2 i1 :
Soit N rsin(y) sia #0
0 siz = 0.

On a vu dans le chapitre < Dérivation des fonctions réelles >que la fonction f est dérivable
en 0 mais la fonction f’ n’est pas continue en 0.

Ainsi, la fonction f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 (qui est f(z) = o(x))
mais f’ n’admet pas de développement limité d’ordre 0 en 0.

21.2 Formule de Taylor-Young et développements limités usuels

21.2.1 Formule de Taylor-Young

Théoreme 1: Formule de Taylor-Young

Soit n € N. Soit f : I — R une fonction de classe C™ sur I. Soit a € I.
Alors la fonction f admet un développement limité d’ordre n en a de la forme

"(a (n)(q
f@+ @)@ -0+ 5@ a4 Doy o —a)
~ [M(a)
k!

()

a

(z —a)f +o((z — a)").

(]

a

k=0

Démonstration. Admise dans le cas général. Prouvons-la dans le cas ou f € C"t1(I,R).
Notons pour tout n € N la propriété P(n) :< si f est de classe C"! sur I, alors pour tout
rel,

" k) (g z r(n+l)
f(ac):zf k:'( )(as—a)k—i-/ fn'(t)(x—t)"dt =
k=0 a '

eInitialisation : Pour n = 0, on suppose que f est de classe C! sur I et d’apres le théoréme
fondamental de ’analyse, on a pour tout x € I,

x O B (g x £(0+1)
f(z) = f(a) —|—/ f(t)dt = E / k'( )(x —a)* +/ AU} ol ®) (x —t)dt
a k=0 a '

donc la propriété est vraie au rang n = 0.

eHérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie. Montrons que la
propriété P(n + 1) est vraie.

On suppose que f est de classe C"12 sur I. A fortiori f est de classe C"*! sur I donc d’apres
I’hypothese de récurrence, on a pour tout z € I,

n k) (g z f(n+1)
f(a:):zf '( )(a:—a)k—i-/ fn'(t)(a:—t)”dt.
k=0 @ '

k!
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Puisque f est de classe C"12 sur I, alors f("*1) est de classe C! sur I.

On peut donc réaliser une intégration par parties en posant u(t) = f+D(t), ' (t) =
n n+1
(1+2) (1) /(1) = L= 1) _ = :
f (), v'(t) o ,(t) CE] donc on obtient
= fW(a) k SO @) (@ — )t fn+2 ntl
flw) = g% oot (n+1)! / (=)™ dt
" (k) (n+1) (n+2)
= Zf ,(a)(x—a)’“rf (@) (z —a)"™ + / £ — )"t
e (n+1)!
A PV A s [ P
= 2 x (x —a) +/a CE] (x —1t) ,

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
On a donc bien montré que, si f est de classe C"*! sur I, alors

k) o p(ntD)
vxeLf@)ZEkaka@k+/1fm(“@wmm

k=0

Puisque la fonction f est de classe C"t1 sur I, alors la fonction ("1 est continue sur le
segment I donc d’apres le théoreme des bornes atteintes, elle y est bornée.

On en déduit qu’il existe un réel M positif tel que |Vt € I,]|f™H) ()| < M. | Soit z € 1.

D’apres la question 2, on a
z f(n+1) (¢
fi()(:r —t)"dt|.
a n!

) (g
'f(fv) -
k=0

eSix>a,ona

/z i) (z —t)"dt

n!

T (n—1) t M T M —t n+11%
g/ u’x_ﬂ”dtg / (x —t)"dt = — _u
a n! n! J, n! n+1 |,

x r(n+l)
/a ‘f:!(t)(:c—t)”dt <

eSix<a,ona

z r(n+1)
Atfnf”@—wwt

z r(n+1) _ \ntl _ n+1
dot / fi(t)(x bt < M(a — x) _ M|z — a| ‘
' (n+ 1) (n+ 1)

M(z —a)"tt Mz —a|"*!

dot -
ol (n+1)! (n+1)!

a | f(n—1) a _ \ntle

n+1

Dans tous les cas, on a bien

" k) (g
Vo eI, f(a:)—zf ()(x—a)k

(n+1)!
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Remarque 9. Toute fonction de classe C™* admet donc en tout point un développement limité
d’ordre n.
En particulier, si 0 € 1,

an () (o
fl@) = FO)+ F O+ 2(.>m2+-~+f n.( it 4 o(a")
= L + o(z™).
k=0
Exemple 7. Si on not f()—L n rt thNf(k)()_ki!w\
o) . o) ote f(x) = 1—30’0 a pour tou , r) = (1—x)k+1 ou

f%®)(0) = k!. D’apres la formule de Taylor-Young, on a pour tout n € N,

! —f(a:)—zn:f(k)(o) —i—o(a:")—zn:xk+o(:v")—1+x+x2+'~+x"+0(:p”)
-2 szo k! _kfo N ‘

On retrouve le développement limité de = — 7 obtenu auparavant.

— X

21.2.2 Développements limités usuels au voisinage de 0

Proposition 7: Développements limités usuels au voisinage de 0

Pour tout n € N, on a
1.
x2 " — "
eXp(l‘)=1+x+§+ —I-f'—l—o(x")? -7 tola"”)
: k=0
2.
l.2 $4 n x2n 2n S k x2k 2n
cos(z) =1 gttt (-1) @n)! + o(z"") = kz_o(— ) k). + o(z"")
3.
a® 2 n_ EH 2n+1 - k g 2n+1
sin(z) = o a—i— =] +- - 4(-1) e 1)!+0($ )6 Z;](—l) okt 1)!+0($ ).
4. n
1
T ? 1— $—|—$2 4ot (—1)"%" + O(LL’n) ? kzo(_l)kxk + O(x”)
5.
z?2 3 z" § z”
B +1 _ k+1
In(l+2) =2 — o+ o+ + (=1)""— + o(a") 5;(_1) % Tole):
6. Pour tout a € R,
-1 —1)...(a— 1
(1+$)a§1+aw+a(z')$2+---+a(a ) '(a nt )l‘n+0(33n).
! n!

Démonstration. Soit n € N.
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1. Puisque exp est de classe C" sur R, on a d’apres la formule de Taylor-Young :

$o 0

X + o(z").

exp(z) =
k=0

Or, pour tout 0 < k < n, exp®(0) = exp(0) = 1 donc
n k 2 n
x x x
exp(x) = ——i—o(:c”)?l—i-m%—f—l----—i-m—i-o(m”).

0 k! 2!
k=0

2. Puisque cos est de classe C" sur R, on a d’aprés la formule de Taylor-Young :

" cos(®)
cos(x) = Z ﬁxk + o(z").

k!
k=0
On a pour tout k € N, cos(?¥)(0) = (=1)* cos(0) = (—1)* et cosP¥+1)(0) = (=1)**1sin(0) =
0 donc
n 2k 2 4 2n
— _\kE 2ny _ 1 _ -  z _yn T 2n
cos(z) EZ( 1) k) + o(z") T +(-1) )l + o(z").

3. Puisque sin est de classe C” sur R, on a d’apres la formule de Taylor-Young :

" sin(®)
sin(x) = Z &xk + o(z").

k!
k=0
On a pour tout k € N, sin®*) (0) = (—=1)¥sin(0) = 0 et sin@®*+1(0) = (=1)" cos(0) = (—1)*
donc
n 2k+1 3 5 2n+1
: _ kT ontly _ . Xt 2n+1

sin(x) = kzo( 1) oE 1) +o(x*" ™) ey + ] +-- 4+ (=1) an 1) +o(x*" ).
4. Preuve déja faite.
5. Preuve déja faite.
6. Soit @ € R. Soit f la fonction définie sur | — 1, +oo[ par f(z) = (14 z)?.

On montre facilement par récurrence que f est de classe C* sur | — 1, +00] et pour tout

k €N,
f(k)(;p) =afa—1)...(a—k+1)1 —l—:E)O‘_k,

Ainsi, pour tout k € N, f*#)(0) = a(a—1)... (a—k+1) donc on obtient d’apres la formule
de Taylor-Young :

o a* 4 o(z") = z* 4 o(z"),

= fk) “ala—1)...(a—
(1+Jf)a§zf (O) ( 1) k'( k_'_l)
k=0

k=0

ce qui est le résultat voulu.
|

Remarque 10. e Puisque cos est paire et sin est impaire, on remarque que leurs développements
limités ne comportent que des puissances paires et impaires respectivement.
e FEn remplagant = par —x, on retrouve les développements limités

n

1 _ 2 n ny __ k n
1—x61+x+$ +--+a2"+o(z )HZx + o(x")
k=0
ot 2 3 k
n
ln(l—x):—x—%—%— —%—i—o(m")?— $?—1—0(3:”)
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1
Exemple 8. Pour a = -, on a

2
Vitz= 1—{—%—%—}—0(3}2).

Exemple 9. Trouvons le développement limité de tan en 0 & lordre 3 (on sait qu’il existe

d’apres la formule de Taylor-Young).

us

Pour tout = €] — 5, 5[, tan(x) = sin(x)

cos(x)’
23
On a sin(z) ST + o(x?).
1
Par ailleurs, = = .
cos(z) 0 1 —2Z° 4 o(a?)
2

Posons X = 5 + o(x?). Quand z tend vers 0, X tend vers 0 et on a donc
1 1 1 z?
cos(z) 01_%2+0($2)01—X + X +o(X)

Ainsi, on trouve

cos(z) 0

tan(z) = sin(@) _ <:n - x; - 0(x3)> <1 + x; - 0(x2)> : 63
21.3 Applications

21.3.1 Calcul d’équivalents et de limites

Proposition 8

Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n en 0 de la forme

f(x) = apz? + -+ apz™ + o(2")
avec p < n et a, # 0.
Alors f(x) > B

n
Démonstration. En effet, si f(x) = Zak:nk + z"e(x)
k=p

avec a, # 0 et lim e(x) = 0, alors
z—0
f(x) - Ak 1 .
~ 1P S\ Sk k=p = n—p
f(a:)oapa: car = =1+ Z - —l—aa: a(sc)xjﬂl. [ |
k=p+1 P P
Remarque 11. Le résultat se généralise en tout point a : si
fx)=ap(x —a)’ +...an(x —a)" +o((z —a)")
avec a, # 0, alors

f(x) ~ap(z —a)”.

a

Exemple 10. Cherchons un équivalent en 0 de la fonction z —

e* —V1+z
In(1+ z)
Onaex—\/l—i—x:1—1—36—1—0(30)—1—%4—0(33):%—1—0(36) donc ex—\/l—l—a;r(\;g.
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Par ailleurs, In(1 + z) v donc par quotient :

ez—\/l—{—xNi 1
In(l+z) o=

e —\1+zx

(1 +2) est prolongeable par

En particulier, ceci signifie que la fonction f : =z

1
continuité en 0 en posant f(0) = 5

En établissant un développement limité d’ordre 1 de f en 0, on peut montrer que ce prolon-

gement par continuité de f est également dérivable en 0.
2 2
x b

Onaex—\/l—i—x?1—1—3:—1—%—1—0(302)—1—%—}—%—1—0@2):§+?+0(a:2).
Par ailleurs,
1 1 1 1

In(l+2) -2 4o(?) zl-3+o(z)

x
En posant X = B + o(x) et en utilisant le développement limité
obtient

donc finalement

In(1+ x)

21.3.2 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 9: Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Soit f une fonction admettant un développement limité en un point a de la forme

f"(a)
2

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z —a)® +o((z - a))?

avec f"(a) # 0.

Soit y = f'(a)(x — a) + f(a) Péquation de la tangente & la courbe de f au point (a, f(a)).
Alors la courbe de f est située au-dessus de cette tangente au voisinage de a si et seulement
si f"(a) > 0.

Démonstration. On a f(z) — (f(a) + f'(a)(x —a)) = f”2(a) (x —a)? + o((z — a)?).

Ainsi, £(2) = (F(a) + f1@)(e - @) w T30 @ —

Puisque (x — a)? > 0, le signe de f(z) — (f(a) + f'(a)(x — a)) au voisinage de a est celui de
f"(a), d’ott le résultat. [ |
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2
Exemple 11. e Au voisinage de 0, on a e* =1+ z + % + o(2?). Soit y = 1 + x I’équation de

la tangente & la courbe de la fonction exponentielle.
2 2

x x
Puisque € — (1 +z) = 5 +o(z?) et que 5 est positif au voisinage de 0, on en déduit que
la courbe de la fonction exponentielle est située au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.
2
x
e Au voisinage de 0, on a In(1 +z) =z — = + o(x?).

Soit y = x ’équation de la tangente & la courbe de la fonction f : z — In(14x) au voisinage
de 0.
2 2

Puisque In(1+z) —x = —% +o(x?) et que —% est négatif au voisinage de 0, on en déduit

que la courbe de la fonction f est située en-dessous de sa tangente au voisinage e 0.
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