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CORRICGE DU DEVOIR MAISON N°14

Orthogonal d’un sous-espace vectoriel de R°.

1. «(0,0,0) € F* puisque pour tout u = (x,y,2) € F, (z,y, 2) - (0,0,0) = 0.
e Soient (u,u’) € (F*)?, soient (A, 1) € R% Montrons que Au + pu’ € F*.
Soit v € F. Par bilinéarité du produit scalaire, on a

Au+ pu') - v = MNu-v) + pu -v).

Or, (u,v') € (F+)* donc u-v=1u'-v =0 dou (Au+ pu') -v =0 et ce pour tout v € F.
Donc \u + pu’ € F+.

On a donc bien montré que | Fest un sous-espace vectoriel de R?.

On montre exactement de la méme maniere que | Gest un sous-espace vectoriel de R?.

2.(a) On a

F = {(z,y,2) € R*]2z0 — 3y + 5z = 0}

2 5%
(z,y,2) € R®ly = gx + 52}

2 )
(x, 37 + gz,z) (z,2) € ]RQ}

= | Vect {(3,2,0),(0,5,3)}.

La famille (3,2,0),(0,5,3) est une famille libre (car les deux vecteurs ne sont pas

colinéaires) et génératrice de F': c’est donc une base de F' d’ou |dim(F') = 2.

(b) Par définition, un vecteur est dans F si et seulement si il est orthogonal & tout
vecteur de F. Puisque tout vecteur de F' est combinaison linéaire de (3,2,0) et de
(0,5,3), on a alors
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x,y,z) = 0 3r+2y = 0 y = —%a:
Y, 2) = <:>{5y—i-3z =0 < = 22 3
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donc (z,y,z) € F* si et seulement si (z,y,2) = (z, -3z, 2z) = 2(1, -3, 3) donc
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Ft = Vect <1, > = Vect (2,—-3,5) |

Le vecteur (2, —3,5) est alors une base de F'* et |dim(F*) = 1.




3.(a) On a

= {2 >eR3|x+32—0}

= {(z,y,2) € R3|x = -3z}

= {(-3z,y,2 ,z) € R?}

= {y 0,1,0)+z( 3,0,1), (z,2) € R*}
= |Vect{(0,1,0),(-3,0,1)}

La famille (0,1,0),(—3,0,1) est une famille libre (car les deux vecteurs ne sont pas

colinéaires) et génératrice de G : c’est donc une base de G d’ou |dim(G) = 2.

(b) De méme que pour F+, on a

1 Y =0 y = 0
(z,y,2) € G <Z>{—3x+z =0 <:>{z = 3

donc (x,y,2) € Gt si et seulement si (z,y, 2) = (z,0,3x) = 2(1,0,3 donc

G+ = Vect (1,0,3) .

Le vecteur (1,0, 3) est alors une base de G* et |dim(G*) =

4. Soit (v,y,2) € F- NG+
Puisque (z,y,2) € F*, alors il existe A € R tel que

(x,y,2) = A(2,-3,5) = (2\, =3\, 5A).
Puisque (x,7,2) € G*, alors il existe u € R tel que

(#,y,2) = u(1,0,3) = (1,0, 3p).

On obtient alors le systeme

20 =
—3X = 0 ©A=u=0
SN = 3u

donc (z,y,2) = (0,0,0).
Ceci prouve que F- NG+ C {(0,0,0)} et puisque I'inclusion réciproque est immédiate,
on en conclut que | FX NG+ = (0,0,0).

5. (a) On a les équivalences suivantes :

20 —3y+5z = 0 y = —32 — (3t
(x,y,z)éFﬂG@{ N _ 0 <:>{ 5 & (z,y,2) = 2(=3, 3,1)

1
donc | FNG = Vect (—3, ~3 1) = Vect(9, 1, —3).

Le vecteur (9,1, —3) est alors une base de F NG et |dim(F NG) =




(b) Montrons que ((9,1,—3),(3,2,0)) est une base de F.

Tout d’abord, (9,1,—-3) € FNG C F et (3,2,0) € F comme vu a la question 2.a).
La famille est libre puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est une famille

libre a deux éléments de F' qui est de dimension 2 donc

((9,1,-3),(3,2,0)) est une base de F.

D’apres le théoreme de la base incompleéte, il est possible de trouver un troisieme

vecteur pour former une base de R3.

Montrons que la famille ((9,1, —3), (3,2,0),(1,0,0)) est une base de R3.

Soit (a, 3,7) € R3 tels que

9a+38+y = 0

a(9,1,-3) + $(3,2,0) +~(1,0,0) < a+20
—3a

=0

La famille (9,1, —3),(3,2,0),(1,0,0) est donc libre, et puisqu’elle est constituée de

trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, | ¢’est une base de R.




