LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2022-2023 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°20 Applications linéaires

Exercice 1

1. L’application f n’est pas linéaire car f(0,0) = (1,0) # (0,0).
2. e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y) € R?, v = (2/,9') € R? et (A, u) deux réels. On a

fOu+p) = fQAz+ pa’, Ay + py')
= Mz —y) +p@" =), Mz + 3y) + p(z’ + 3y), \e + pa’)
= A(‘/E -y, + 3y7 1’) + IM(IBI - y/> IE/ + 3y/7 fﬂ,)

= Af(u) +pf(v)
donc f est linéaire.
r—y = 0
e On a (z,y) € ker(f) &< 243y = 0 < x =y =0 donc ker(f) = {(0,0)} d’ou
x = 0
dim(ker(f)) = 0 (donc f est injective).

e On a

Im(f) = {(x—y,x+3y, x)|(z,y) € R?}
= {z(1,1,1) + y(-1,3,0)|(z,y) € R*}
= Vect{(1,1,1),(-1,3,0)}.

Puisque les vecteurs (1,1, 1) (—1,3,0) sont libres (car non colinéaires), on en déduit
que dim(Vect{(1,1,1),(—1,3,0)} = 2 d’ou dim(Im(f)) = 2.

3. Ona f(1,0) = (0,0), f(=1,0) = (2,0) et f(0,0) = (0,0).
Ainsi, f((1,0)+(—1,0)) = ( ,0) =1(0,0) # f(1,0)+f(—1,0) = (2,0) donc I'application
f n’est pas hnealre

4. e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y,2) € C*,v = (2/,y,2) € C* et (\,u) € C2
Alors

futpv) = f(Aztpa’, \y+py', Aetpe') = Aetpz'—(Ay+py') = Mz—y)+p('—y') = M (u)+pf(v)

donc f est linéaire.
e On a

(x,y,2) €ker(f) e z—y=0y=z2< (2,y,2) = (v,y,y) = ©(1,0,0) + y(0,1,1)

donc ker(f) = Vect {(1,0,0), (0, 1,1)}. Puisque les vecteurs (1,0,0) et (0,1, 1) sont libres
(car non colinéaires), on en déduit que dim(ker(f)) = 2.

e Soit z € C. Alors z = f(0,0, z) donc l'application f est surjective d’ou Im(f) = C
donc dim(Im(f)) = 1.

5. L’application f n’est pas linéaire car f(0,0) = (0,1,0) # (0,0,0).



6. Ona f(1,1)=(8,1,1) et f(—1,—1) = (—8,1,—1) donc
f(_lv _1) = f(_<17 1)) # _f(L 1)

ce qui prouve que f n’est pas linéaire.
7. e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y,2) € R3, v/ = (2/,y/,2') € R® et (A\, 1) € R% On a

fOu+ ) = fz+ pa!, Ay + py', Az + p2')
= Mz +y) +ul@ +y), Mo —y) + pla’ —y))
Af(u) + pf(v)

donc f est linéaire.

r+y = 0 r = -y
r—y = 0 —2y = 0
ker(f) = {(0,0,2)|z € R} = {2(0,0,1)|z € R} = Vect{(0,0,1)} d’ou dim(ker(f)) = 1.
e Ona

Im(f) = {(z+y, 2—y)|(z,y) € R*} = {z(1, )+y(1, ~1)|(z,y) € R*} = Vect{(1, 1), (1, ~1)}

donc dim(Im(f)) = 2 (puisque les vecteurs (1,1) et (1, —1) ne sont pas colinéaires).
8. On a f(1,0) = (1,0) = f(—1,0) donc f(—1,0) = f(—(1,0)) # —f(1,0), ce qui prouve

que f n’est pas linéaire.

e On a (z,y,2) € ker(f) < x =1y =0 donc

9. e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y,2) € R3 v = (2/,9/,2') € R3 et (\,u) € R% On a

fOu+ ) = fQAx + pa’, Ay + py', Az + p')
= (AMBz —y) + uB32" —y'), My + 52) + (2’ +52), Ay + py/)
= N3z —y,y+52,y)+puBx" —y', 2" + 52", y)

= Af(u) +puf(v)

donc f est linéaire.
e On a

3r—y = 0

(x,y,2) €ker(f) &< y+52z = 0 < (z,y,2) =(0,0,0
y = 0

donc ker(f) = {(0,0,0)} d’ou dim(ker(f)) =0 et f est injective.
e On a

Im(f) = {Bz—y,y+52y)|(z,y,2) € R}
= {2(3,0,0) +y(—1,1,1) + 2(0,5,0)|(x,y, 2) € R*}
= Vect{(3,0,0),(—1,1,1),(0,5,0)}.

Montrons que la famille {(3,0,0), (—1,1,1),(0,5,0)} est libre.
Soient (o, 8,7) € R? tel que

3a—0F = 0
a(3,0,0) + B(—1,1,1) ++(0,5,0) = (0,0,0) & ¢ f+5y = 0 ©La=F=~v=0.
I6] =0

(’est une famille libre constituée de trois vecteurs libres dans R3 : ¢’est donc une base
de R?. On en déduit que Im(f) = R? donc dim(Im(f)) = 3 (et f est surjective).



10. Soit a € R.
e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y,2) € R3 v = (2/,y,2) € R® et (A, n) € R
Alors

fOu+pv) = fhx+ pa’, Ny + py', Az + pz')
= (Ma’x —y) + pla®s" —y'), \y + py', 0)
= Aa*z —y,y,0) + p(a®s’ — 'y, 0)
= AMf(u) +pf(v)

donc f est linéaire.
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e On a

Deux cas se présentent alors :

-Sia #0,onaz =y =0 donc ker(f) = {(0,0,z)]z € R} = {2(0,0,1)]z € R} =
Vect{(0,0,1} donc dim(ker(f)) = 1.

- Si a = 0, alors ker(f) = {(z,0, 2)|(x, 2) € R*} = {(1,0,0) + 2(0,0,1)|(z, 2) € R*} =
Vect{(1,0,0),(0,0,1)} donc dim(ker(f)) = 2 (puisque les vecteurs (1,0,0) et (0,0,1) ne
sont pas colinéaires).

o On aIm(f) = {(a’z — y,y,0)|(z,y) € R?} = {x(a®,0,0) + y(~1,1,0)|(z,y) € R*} =
Vect{(a?,0,0),(—1,1,0)}.

Deux cas se présentent alors :

- Sia # 0, alors les vecteurs (a?,0,0) et (—1, 1, 0) ne sont pas colinéaires donc dim(Im(f)) =
2.

- Si a =0, alors Im(f) = Vect{(—1,1,0)} donc dim(Im(f)) = 1.

Exercice 2

1. Soit x € ker(f). Montrons que g(x) € ker(f).
Puisque fog=go f,ona f(g(x)) = g(f(x)). Or, f(z) = Og puisque x € ker(f) donc
f(g(z)) = g(0g) = Op car g est linéaire.
Ainsi, on a bien g(z) € ker(f) ce qui prouve que ker(f) est stable par g.
e Soit y € Im(f). Montrons que g(y) € Im(f).

Puisque y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(z) donc g(y) = g(f(z)) = f(g(z)) car
fog=go f doncon abien g(y) = f(g(z)) € Im(f), ce qui prouve que Im(f) est stable

par g.

Exercice 3

Par hypothese, pour tout o € E, les vecteurs x et f(x) sont colinéaires.

Si x =0, cest évident car f(z) =2 = 0p.

Si z # Op, ceci signifie qu’il existe un scalaire A € K tel que f(z) = A\zx. A priori, ce scalaire A
dépend du choix du vecteur x. On va montrer qu’on peut en fait choisir le méme A\ pour tous
les vecteurs x de ’espace vectoriel E.

Soient x et y deux vecteurs non nuls de E.

Il existe donc deux scalaires (A, \,) € K? tels que f(z) = Az et f(y) = A\y.

Montrons que A\, = A,.

Il y a deux cas.



e Supposons que les vecteurs x et y soient colinéaires, i.e. il existe un scalaire a € K tel que
y = ax. Notons qu’on a nécessairement « # 0 car y # 0.

Alors par linéarité de f, on a f(y) = f(ax) = af(x) = ax.

D’autre part, on a f(y) = A\yy = a\,z.

Donc al,x = alyz, d'ot (A, — A\y)ax = 0p. Or, ax # 0p car v # 0 et x # O donc A\, — A\, =0
d'ou A\, = A,

e Supposons que les vecteurs x et y ne soient pas colinéaires, i.e. la famille (x,y) est libre.
Par hypothese, il existe un scalaire A\,1, € K tel que f(z 4+ y) = Aory (T + y) = Aaiy® + Aaiy ¥
Par ailleurs, par linéarité de f, on a

flx+y) = f(x)+ f(y) = Aew + Ny

Par unicité des coordonnées dans une famille libre, on a A, = A4y et Ay = A4, donc A\, = A,
Dans tous les cas, pour tout couple de vecteurs (x,y) non nuls, on a A\, = A, donc il existe un
A € K tel que pour tout z € E \ {0}, f(z) = Az.

L’égalité restant trivialement vraie pour z = Og (car f(z) = Og), on a bien montré 'existence
d’un scalaire A € K tel que pour tout z € E, f(z) = Az.

Exercice 4

Soit (Ag, A1y .-+, An) € K™ tel que Z)\kfk(x) =0p.

k=0
En appliquant f"~! & cette égalité, et sachant que pour tout k& > n, f¥ = Oz(k), on obtient
)\ofn_l(l') =0g.
Or, f"(z) # 0g par hypothese donc \g = 0.
En appliquant maitenant f"~2, on obtient A; = 0 et en répétant le méme procédé de proche en
proche, on obtient pour tout k € [0, n], \x = 0 ce qui prouve que la famille (z, f(z),..., f*(z))
est libre.

Exercice 5

1. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

s R — R3
‘ ([L‘,y,Z) — (x+y+z,x+y+z,x+y—|—2)

On a
(x,y,z)Eker(f)(:)x+y—l—z:0<:)(x,y,z):($,y,—x—y)=$(1,0,—1)+y(0,1,—1)

donc ker(f) = Vect{(1,0,—1),(0,1,—1)}.
Enfin,

Im(f) = {(z+y+z,0+y+2,0+y+z2|(ny 2) € R}
{(z+y+2)(1,1,1D)|(z,y,2) € R}
= Vect{(1,1,1)}.

2. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R — R?
r — (x,42,0).

f:

On a ker(f) = {0} donc f est injective et Im(f) = Vect{(1,4,0)}.



3. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R3 — R?
(‘Tu Y, Z) — (Z7 y)
On a ker(f) = {(z,0,0)|]z € R} = Vect{(1,0,0)}.
Enfin, Im(f) = {(2,9)|(y, 2) € R} = {y(0,1)+2(1,0)|(y, 2) € R*} = Vect{(0,1),(1,0)}.
4. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R? — R3
(x,y) — (x+ by,4x + 20y, Tx + 35y).

f:

f:

On (z,y) € ker(f) @ v +5y =0 < v = -by & (z,y) = (—dy,y) = y(—5,1) donc
ker(f) = Vect{(—5,1)}.
Enfin,

Im(f) = {(z+5y, 4v+20y, Tz+35y)|(z,y) € R’} = {(a+5y)(1,4,7)|(z,y) € R*} = Vect{(1,4,7)}.
5. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

RZ2 — R3

I (x,y) — (z+Ty,8c+y,92 +y).
On a
r+T7y = 0 r = =Ty
(x,y) €Eker(f) &< 8r+y = 0 ¢ by = 0 < (z,y)=(0,0)
9 +y = 0 —62y = 0

d’out ker(f) = {(0,0)} donc f est injective.
Enfin,

Im(f) = {(z+7y,8z+y,9% +y)|(x,y) € R*}
{2(1,8,9) + y(7,1,1)|(x,y) € R?*}
— Vect{(1,8,9),(7,1,1)}.

6. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R? — R?

I (x,y) — (r+2y,4z + by).
r+2y = 0 xr = —2 B )
Ona(x,y)eker(f)@{4x+5y _ 0 <:>{ 3y = 0 & (x,y) = (0,0) d’ou

ker(f) = {(0,0)} donc f est injective.
Enfin, Im(f) = {(z + 2y,4x + 5y)|(z,y) € R*} = {z(1,4) + y(2,5)|(z,y) € R?*} =
Vect{(1,4),(2,5)}.
Or, les vecteurs (1,4) et (2,5) ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de R2.
On en déduit que Im(f) = R? donc f est surjective.
Finalement, I’application linéaire f est bijective : ¢’est un automorphisme de R2.
7. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R — RS

I (x,y,2) —> (0,2,0).

On aker(f) = {(0,y,2)|(y, 2) € R?} = {y(0,1,0)+2(0,0,1)|(y, 2) € R?} = Vect{(0, 1,0), (0,0,1)}.
Enfin, Im(f) = {(0,z,0)|z € R} = {x(0,1,0)|x € R} = Vect{(0,1,0)}. On remarque en
particulier que Im(f) C ker(f), ce qui implique que f? = 0.



8. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R3 — R

I (x,y,2) — x+2y+4z.

Onaker(f) = {(z,y,2) € R¥|z+2y+42z = 0} = {(z,y,2) € R¥|z = —2y—4z} = {(—2y—
4z,y,2)|(y, 2) € R*} = {y(—2,1,0)+2(—4,0,1)|(y, 2) € R*} = Vect{(—2,1,0),(—4,0,1)}.
Enfin, Im(f) est un sous-espace vectoriel de R différent de {0} car f n’est pas l’applica-
tion nulle donc Im(f) = R, ce qui prouve que f est surjective.

Exercice 6

a+y = 0
1. e Soit (a, 3,7) € R? tel que «(1,0,0)+3(0,1,0)+7v(1,1,1) = (0,0,0) & B+~v = 0 &
v =0

a = [ =~ =0 donc la famille B, est libre. Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs
de R3,c’est une base de R3.

a+pB+y =

e Soit (o, 8,7) € R3 tel que a(1,0,0)+3(1,1,0)+7(1,1,1) = (0,0,0) < B+y =

’Y =

a = [ =~ =0 donc la famille B; est libre. Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs
de R3, c’est une base de R3.

2. (a) Soit f 'endomorphisme de R? tel que Matg, 5,(f) = A
On a alors f(1,0,0) = —(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(1,1,
(1,0,0)—2(0,1,0)+(1,1,1) = (2, —1,1) et £(0,0,1) = (1
(4,-1,3).

Ainsi, pour tout (z,v,2) € R?, on a par linéarité de f :

o O O

) ( 3,1 _2)7f(07170) =
,0, ) 4(0,1,0)+3(1,1,1):

flx,y,z) = f(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= xf(1,0,0) + y(f(0,1,0)) + 2£(0,0,1)
= x(-3,1,-2)+y(2,—1,1) + 2(4, -1, 3)
(=3x+4+2y+4z,0 —y— 2z, —2r+y+32).

(b) Soit g 'endomorphisme de R? tel que Matg, 5,(g) = A.

On a alors ¢(1,0,0) = —1(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1) = (—1,3,-2): ¢(0,1,0) =
(1,0,0)—2(0,1,0)+(0,0,1) = (1,—2,1) et g(1,1,1) = (1,0,0)— 4(0,1,0) 3(0,0,1) =
(1,—4,3).

En particulier, ¢(0,0,1) = ¢((1,1,1) — (1,0,0) — (0,1,0)) = ¢(1,1,1) — ¢g(1,0,0) —
9(0,1,0) = (1,-4,3) — (1,3, 2) (1,-2,1) = (1,-5,4) donc pour tout (z,y,z) €
R3,
g(z,y,2) = ¢(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= x9(1,0,0) +yg(0,1,0) + 29(0,0, 1)
= 2(=1,3,-2) + y(1,-2,1) + 2(1, =5, 4)
(—z+y+23c—2y — 5z, -2z + y + 42).

(c) Soit h endomorphisme de R? tel que Matg, 5, (h) = A.
On a alors h(1,0,0) = 1(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1) = (—1,3,—2);h(0,1,0) =
(1,0,0)—2(0,1,0)+(0,0,1) = (1, -2, 1) et h(0,0,1) = (1,0,0)—4(0 -

—_
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|



(1,—4,3) donc pour tout (z,y,2) € R3:

hz,y,z) = h(z(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= xh(1,0,0) + yh(0,1,0) + zh(0,0, 1)
= 2(—1,3,-2) +y(1,~2,1) + 2(1,—4,3)
= (—z+y+23x—2y—4z, -2z +y+ 32).

3. (a) La matrice B est de rang 1 donc on a rg(f) = 1 et d’apres le théoreme du rang, on
en déduit que dim(R3) = dim(ker(f)) + rg(f) d’ou dim(ker(f)) = 2.
On sait que 'image de f est engendrée par les images des vecteurs de la base Bs donc
Im(f) = Vect{f(1,0,0); f(1,1,0); f(1,1,1)}.
Or, £(1,0,0) = (0,0,0) et f(1,1,0) = £(1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1,1) =
(2,2,1) donc Im(f) = Vect{(2,2,1)}.
Enfin, on a (1,0,0) € ker(f) et (1,1,1) — (1,1,0) = (0,0,1) € ker(f) puisque
£(0,0,1) = £(1,1,1) — £(1,1,0) = (0,0,0) done (0,0,1) € ker(f).
Puisque la famille ((1, 0, 0), (0,0, 1)) est libre, est contenue dans ker(f) et que dim(ker(f)) =
2, on en déduit que c’est une base de ker(f).

(b) Les dimensions de l'image et du noyau de g sont les mémes que dans la question
précédente puisqu’elles dépendent du rang de B.

On a comme ci-dessus, ker(f) = Vect{(1,0,0), (1, 1 ,1)—(0,1,0)} = Vect{(1,0,0),(1,0,1)}
et Im(f) = Vect{f(0,1,0)} = Vect{(l 0 0) (1,1,0) 4+ (1,1,1)} = Vect{(3,2,1)}.

(¢) De méme, ker(f) = Vect{(1,0,0),(1,1,1) — (0,1,0)} = Vect{(1,0,0),(1,0,1)} et

Im(f) = Vect{f(0,1,0)} = Vect{(1,0 O) (0,1,0) + (1,1,1)} = Vect{(2,2,1)}.

Exercice 7

1. Simple calcul!

2. La question précédente montre que la matrice de f2 — 2f% 4+ f — 2Idgs est nulle, ce qui
prouve que f* —2f* + f — 2Idgs = Og(gs) ou encore — (f2 —2f + Idgs) o f = Idps.

On en déduit que f est bijective, donc f est un automorphlsme de R? et

F = 507~ 2f 4 Tdas).

Exercice 8

1. On a
x 0
(x,y, z) € ker(f — 3ldgs) & (A=3L)|y| =10
z 0
—Sr—-2y+z = 0
& —2x—2y—2z = 0
r—2y—5z = 0
La<5La—2L1 —HSr—2y+z = 0
Lac Slatla 6y—12: = 0
—12y —24z = 0
N r =z
y = —2z

donc ker(f — 3Idgs) = Vect{(1,—2,1)}.



2. On a

x 0
(x,y,2) € ker(f +3ldgs) < (A+3L)|y] =1|0
z 0

rT—2y+z =0

& —2x4+4y—2z = 0

r—=2y+z = 0

& r—2y+2=0

donc ker(f + 3Idgs) = Vect{(1,0,—1),(1,1,1)}.
3. Montrons que la famille B = ((1,—2,1),(1,0,—1), (1,1,1)) est libre.
Soit (a, 3,7) € R3 tel que

a+pB+vy = 0 LatLa+2L; a+ B+
a(l,-2,1)+8(1,0,=1)+7(1,1,1) = (0,0,0) & ¢ —2a 47y = 0 & & 2643y
a—pF+v =0 —20

donc @ = B = v = 0, ce qui prouve que la famille B est libre. Puisqu’elle est constituée
de trois vecteurs de R? et que dim(R3) = 3, on en déduit que B est une base de R?.

Puisque (1,—-2,1) € ker(f — 3Idgs), on a (f — 3Idgs)(1,—2,1) = (0,0,0) donc
£(1,-2,1) = 3(1, -2, 1).

De méme puisque (1,0, —1) € ker(f + 3Idgs), on a (f + 3Idgs)(1,—2,1) = (0,0,0) donc
£(1,-2,1) = —3(1,2,1), et enfin f(1,1,1) = —3(1,1,1).

3 0 0
On en déduit que la matrice de f dans la base Best D=0 —3 0
0 0 -3

Exercice 9

Montrons que la matrice A est inversible et calculons son inverse.

1 2 001 0 O\ Lpcto6m, / =1 2 0l 1 0 O\ Liesitor, /[ =5 0 0 |—=7 2
6 7 0l0 10 |"&Mf 0 5 0l-610|"E&E"| o 5 0|-6 1
6 5 2|0 0 1 0 -7 2/-6 0 1 0 0 10|12 -7
Ll(——%Ll
Lat—sla /1 o |1 —2
Ly« LI
Pl T A
00 1|2 —% :
7
I -2 0
donc A est inversible et A~! = % —é 0
=y

Puisque A est la matrice de f dans la base canonique de R3, on en déduit que f est un

automorphisme de R? et que la matrice de f~! dans la base canonique de R? est A~ donc pour

tout (z,y,2) € R, f~'(2,y,2) = (fo — 3y, 52 — 3y, § — 15y + 32)-

e}



Exercice 10

1. Calculons le rang de la matrice A. On a

2 1 —2 29 1 -2 29 1 -2
A=1[10 o |22t (og -1 9o |2 (g -1 2
01 0 01 0 0 0 2

donc rg(A) = 3, ce qui prouve que la matrice A est inversible. Puisqu’elle est la matrice
de f dans la base canonique de R?, on en déduit que f est un automorphisme de R3.

2. Soit (a, 8,7) € R3 tel que

Oé+6+4’7 = 0 §2<—£2—£1 04+5+4’7 = 0
auy+Bug+yus = (0,0,00 ¢ a—F+2y = 0 PEETL 28-29 = 0
at+pB+y =0 -3 =0

donc a« = f = v = 0, ce qui prouve que la famille est libre. Puisqu’elle est consituée de
trois vecteurs de R? et que dim(R?) = 3, on en déduit que c’est une base de R3.

3.(a) On a pour tout (z,y,2) € R3, f(x,y,2) = (2x +y — 22, z,y) donc

f(ul) = f(17171) = (17171) =

Ensuite, f(us) = f(1,—-1,1) = (—1,1,—1) = —uy et f(us) = f(4,2,1) = (8,4,2) =
1 0 0
2ug donc la matrice de f dans la base Best D=0 —1 0
0 0 2
(b) Calculons I'inverse de P. On a
1 1 411 0 0\ LotLo- 1 1 4|11 00
1—12010“?2» 0 —2 —2|—-1 1 0 | &t
1 1 1{0 0 1 0 0 —-3|—-1 01
Ll%%Ll
2 0 1 0\ Liermtors /2 0 0 ]—1 1 2\ ko gk
0 —2 1o | B g g 0 |1 3 —2 | ™
0 O 0 1 0 0 -3|-10 1
1 00 % % 1
010 % -z 3
1
0013 0 —3
-3 3 6
donc P est inversible et P~ = G 1 -3 2
2 0 =2
On a alors
1114100—33611—18—33
PDP‘1:61—12 0 -1 0 L =3 2 )=c|1 1 4 1 -3
1 1 1 0 0 2 2 0 =2 1 -1 2 2 0
2 1 =2
=10 0 |=A
01 0



(c) Pour tout n € N, la matrice de f™ dans la base canonique de R? est

(1 4\ /1 0 0\ /-3 3 6
A"=PD"Pt =1 -1 2| [0 (=) 0O 1 -3 2
1 1 1/\0o o 2¢ 2 0 -2

Lt (o2 /=33 6

=1 (=1t ontt 1 -3 2

1 (=~ 2» 2 0 -2

=3+ (—1)" + 27+

Exercice 11

1. e Montrons que ¢ est linéaire.

3(14 (=1)"*)

3(1

31+ (=)™

6+ 2(—1)" — 2n+3
6+ 2(—1)m+t — ont2
6+ 2(—1)" — 2n !

+(=D")

Soient (P, Q) € (R, 1(X))?, soient (A, ) € R% On a

P(AP + pQ)

donc ¢ est linéaire.

(AP + p@Q)(ao), - ... (AP + pQ)(an))
A(P(ag), - ..

Ap(P) + pp(

Plan)) + p(Qao), -
Q)

,Q(an))

e On a pour tout k € [0,n], p(X*) = (af,... a*) donc la matrice de ¢ dans les bases
1 ay a agy
' 1 a @ art
canoniques de R,,[X] et R™*! est o
1 a, a an

. & Montrons que ¢ est injective. Pour cela, montrons que ker(¢) = {0}. On a toujours
0 € ker(ep).

Soit P € ker(p). Alors pour tout k& € [0,n], P(ay) = 0. Puisque les (ax)o<k<n sont
deux a deux distincts, on en déduit que P admet au moins n + 1 racines distinctes. Or,
P € R,[X] donc deg(P) < n. A fortiori, P admet plus de racines que son degré, ce qui
implique que P = 0.

Ainsi, ker(p) = {0} donc ¢ est injective.

e Puisque dim(R,[X]) = n + 1 = dim(R™"), Pinjectivité de Papplication linéaire ¢

implique sa bijectivité donc ¢ est un isomorphisme.

Exercice 12

La premiere implication est une conséquence directe du théoreme du rang.
Réciproquement, supposons que dim(F') + dim(G) = n.

Notons p = dim(F) et ¢ = dim(G).

Soit (e;)1<i<p une base de F, soit (u;)1<i<, une base de G. On complete la famille (e;)1<i<, en

une base de E, qu’on note (¢;)1<;<n-

On va construire une application linéaire f € L(E) telle que ker(f) = F et im(f) = G en
définissant les images des vecteurs (e;)1<i<, par f.

On pose

fei)

{

0 si
Ui—p SI 1 2>p+ 1

1<i<p

L’application f vérifie alors clairement ker(f) = F et im(f) = G.



Exercice 13

1. (a) Soit k € N. Soit x € ker(f*). Alors f*(x) = 0 donc par linéarité de f, on en déduit
que ff(z) = f(f*()) = f(0g) = Og, ce qui prouve que = € ker(f*+1). On a donc
bien I'inclusion ker(f*) C ker(f**1).

(b) e Si pour tout k € N, I'inclusion ker(f*) C ker(f**!) était stricte, on aurait pour tout
k € N, dim(ker(f*)) < dim(ker(f**!). Pour k assez grand, on aurait dim(ker(f*)) >
dim(F), ce qui est absurde. Nécessairement, il doit exister un entier p € N tel que
ker(f?) = ker(f*)

e Montrons alors que pour tout k > p, ker(f*) = ker(fP). Montrons ce résultat par
récurrence sur k > p.

- Pour k = p, le résultat est trivial.

- Soit k > p fixé tel que ker(f*) = ker(f?). Montrons que ker(f*!) = ker(f?).
Puisque k + 1 > p, on sait d’aprés la premiere question que ker(f?) C ker(f**1).
Montrons que ker(f**1) C ker fP.

Soit z € ker(f**1) ie. f**(x) = 0 donc f*(f(x)) = 0.

Ainsi, f(z) € ker(f*) = ker(f?) par hypothese de récurrence, donc fP(f(z)) =
fr(x) = 0.

Ainsi, z € ker(fP™!) = ker(f?), ce qui prouve bien I'inclusion ker(f*™!) C ker(f?)
puis I'égalité ker(fP) = ker(fP).

Par principe de récurrence, on a bien pour tout k > p, ker(f*) = ker(f?).

2. (a) Soit k € N. Soit z € Im(f**1). Il existe alors a € E tel que z = f**(a) = f*(f(a)) €
Im(f*) donc on a bien I'inclusion Im(f**!) C Im(f*).

(b) D’apres le théoréme du rang appliqué & f? et & fP*! on a
dim(F) = dim(ker(f*)) + dim(Im(f?)) = dim(ker(f**')) + dim(Im(f**1)).

Puisque ker(f?) = ker(f?!), on en déduit dim(Im(f?)) = dim(Im(f?*!)). Or, on a
Iinclusion Im(fP™') C Im(f?). On peut donc conclure que Im(f?) = Im(fP*) par
égalité des dimensions.

De méme, pour tout k > p,ker(f*) = ker(fP) et Im(f*) C Im(f?) donc on conclut
une nouvelle fois que Im( f*) = Im(f?) grace au théoréme du rang.

Exercice 14

e Montrons I'implication ker(f) N Im(f) = {0g} = ker(f) = ker(f?).

Supposons que ker(f) N Im(f) = {0g}. L’inclusion ker(f) C ker(f?) est toujours vraie et
évidente. Montrons que ker(f?) C ker(f).

Soit z € ker(f?). Alors 0 = f%(x) = f(f(z)) donc f(x) € ker(f) NIm(f) = {Og}. On en
déduit que f(z) = 0g, donc z € ker(f), ce qui prouve U'inclusion ker(f) C ker(f?).

Finalement, on a bien ker(f) = ker(f?).

e Montrons I'implication ker(f) = ker(f?) = Im(f) = Im(f?).
Supposons que ker(f) = ker(f?).

L’inclusion Im(f?) C Im(f) est toujours vraie et évidente.
D’apres le théoreme du rang, on a

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(ker(f?)) + dim(Im(f?)).
Puisque ker(f) = ker(f?), on en déduit dim(Im(f)) = dim(Im(f?)). Ainsi, Im(f) et Im(f?) ont

méme dimension, donc I'inclusion Im(f?) C im(f) est en fait une égalité.



e Montrons l'implication Im(f) = Im(f?) = Vx € E,3(y, 2) € ker(f) x Im(f),z =y + 2.

Soit x € E. Alors f(z) € Im(f) = Im(f?) par hypothese donc il existe y € E tel que f(z) =
().

Ainsi, on a f(f(y) —x) = 0 dott z = f(y) —x € ker(f). On a donc bien x = f(y) + (—z2) avec
fly) € Im(f) et (—2) € ker(f).

e Enfin, montrons l'implication Yz € E, 3(y, z) € ker(f)NIm(f),z = y+ 2z = ker(f)NIm(f) =
{05}

L’hypothese implique que E = ker(f) + Im(f). D’apres la formule de Grassmann, on a donc
dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f) — dim(ker(f) N Im(f)).
Or, d’apres le théoreme du rang, on a également
dim(FE) = dim(ker(f)) + rg(f).
Nécessairement, il en découle que dim(ker(f) NIm(f)), i.e. ker(f) NIm(f) = {0g}.

Exercice 15

e Supposons que fo f =0et qu'il existeh € L(E),foh+ho f=1dg.

Montrons tout d’abord que Im(f) C ker(f).

Soit z € Im(f). 1l existe a € E tel que z = f(a) donc f(x) = fo f(a) = 0 puisque fo f =0
par hypothese donc x € ker(f), ce qui prouve U'inclusion Im(f) C ker(f).

Soit = € ker(f). On a alors x = foh(z) + ho f(x) = f(h(z)) + h(0g) = f(h(x)) € Im(f) donc
on a bien 'inclusion ker(f) C Im(f).

Finalement, on a bien montré 1'égalité ker(f) = Im(f).

e Supposons que ker(f) = Im(f).

- Montrons que fo f = 0. Pour tout x € E, on a f(x) € Im(f) = ker(f) donc f(f(z)) = 0g, ce
qui prouve que fo f=0.

- Montrons qu'il existe h € L(FE) tel que foh+ ho f =1dg.

Soit (ey,...,e,) une base de ker(f) = Im(f). On a alors dim(ker(f))
d’apres le théoréeme du rang, dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 2n.
Soit i € [1,n]. Puisque e; € Im(f), il existe u; € E tel que f(u;) = e;.
Montrons que (uq, ..., uy,,e€1,...,6€,) est une base de F.

n n

Soit (Aq,..., Ap, a1, ..., ) € K* tel que Z A\ + Zaiei =0g.
i=1 i=1

En appliquant f a cette derniere égalité, on obtient

O = z; Aif (u;) + Z;Oéif(ei) = 2; Ai€;.

Puisque la famille (eq,...,e,) est une base de ker(f), c’est une famille libre donc pour tout
i€ [1,n],\ = 0.

= dim(Im(f)) = n et

Il reste donc Z a;e; = Op et pour la méme raison, on obtient que pour tout i € [1,n],a; =0

=1

donc la famille (uq,...,u,,e€1,...,¢e,) est une famille libre a 2n éléments de E : c’est donc une
base de E.
Construisons alors h en donnant les images des vecteurs de la base (u1, ..., Uy, €1,...,€,).

Posons pour tout i € [[1,n]h(u;) = 0g et h(e;) = w;. Ceci définit une application h € L(E).
On a alors pour tout i € [1,n],
foh(u)+ho f(u;) =h(e)=u; et foh(e)+hofle)=f(u)=e;

donc foh+ ho f et Idg coincident sur la base (ug,..., Uy, €1,...,€y).
On a donc foh+ho f=I1d(FE).



