LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°4 Applications

Exercice 1.

1.
2.

Puisque f est continue et croissante sur [2,5], on a f([2,5]) = [f(2), f(5)] = [7, 28].

On a f([_275]) = f([_270] U [Oa 5]) = f([_270]) U f([oa 5])

Puisque f est continue et décroissante sur [—2,0], alors f([—2,0]) = [f(0), f(—2)] =
[3,7].

Puisque f est continue et croissante sur [0, 5], alors f([0,5]) = [f(0), f(5)] = [3,28].
Ainsi, f([-2,5]) = [3,7] U [3,28] = [3,28].

e Sia < b<0, puisque f est décroissante et continue sur R_, alors f est décroissante
et continue sur [a, b] donc

f(lab]) = [f(b), fa)] = [b* + 3,a” + 3.

e Si 0 < a < b, puisque f est croissante et continue sur R, alors f est croissante et
continue sur [a, b] donc

f(la,b]) = [f(a), f(b)] = [a® + 3,b" + 3].
e Sia<0<b,alors f([a,b]) = f([a,0]) U f([0,b]).

Puisque f est décroissante et continue sur [a, 0], alors f([a,0]) = [f(0), f(a)] = [3,a*+3].
Puisque f est croissante et continue sur [0,8], alors f([0,0]) = [£(0), f(b)] = [3,b* + 3].
Ainsi, f([a,b]) = [3,a® 4+ 3] U [3,b* + 3] = [3, max(a® + 3,b* + 3)].

- Si |a| < |b], alors a® < b? donc f([a,b]) = [3,0* + 3].

- Si |a| = |b|, alors a® > b? donc f([a,b]) = [3,a® + 3].

Exercice 2.

1.

2.

3.

4.

In(R%) = R.
In([1, ) = [0,1].

~()-[22]

(5305 ] = e (55D v (55]

= | —1,400[U] — o0, —1]
= R\ {-1}.

Exercice 3.

1.

La fonction f est définie pour tout réel z tel que 2% — 3z + 3 > 0.

Ce trinome du second degré a un discriminant égal a A = —3 < 0 donc il est toujours
du signe du ccefficient dominant, c’est a dire strictement positif. Ainsi, pour tout réel
x,2% — 3z + 3 > 0, ce qui montre que la fonction f est définie sur £ = R.



Par ailleurs, on a lim f(z) = +o0.
r—-+00

Puisque f est continue sur R, Im(f) = f(R) est un intervalle donc f(R) =

Exercice 4.

1.

Soit z € E. B
o J 1 sizeAd [ 1 sizgA
OnaILA(x)—{O siz ¢ A _{0 sized ~ 1 La(z).
Soit x € E.
1 sizxe€ Aetz e B 1 sire ANB
OnaIlA(w)]lB(x)—{O sizx ¢ Aoux ¢ B _{O sitrec AUB=ANB = Lans(@).

lyp=1-lg=1-1g5=1-1515=1—(1-14)(1—1p) =14+ 15— L4lp.
Lyp=la+1lpllp=0&1p=1 ANB=10.

On a AAB = (AN B) U (BN A). Puisque cette union est disjointe, on a d’apreés la
question précédente

laap =1, 5+1lga=1lalg+lply=14(1—1p)+1p(l—14)=1a+1p—2141lp.

D’autre part, 14+ 1g — 2141 = 14 + 1% — 21415 = (14 — 1g)* = |14 — 1| puisque
14— 1p est a valeurs dans {—1,0,1}.

Exercice 5.

1.

2.
3.
4.

fR —
La fonction f est bijective de réciproque .

o1 & g

La fonction f est surjective mais n’est pas injective.

La fonction f n’est ni injective ni surjective (Im(f) = Z).

Remarquons tout d’abord que pour tout =z € [0,1[, f(x) = = € [0,1] et pour tout
re[l,2],f(x)=3—-x€]l,2]

Soit y € [0, 2].

e Siye (0,1, alors f(z) =y &z =y.

eSiye[l,2l,ona f(z)=ye3-—r=ysSr=3—y.

Finalement, Yy € [0, 2], 3!z € [0,2], f(z) = y et on a pour tout y € [0, 2],

ro={ 50, ey —rw

donc f est bijective et f~! = f.

Exercice 6.

1.

2.

1
3r+3 sizx > -

On a pour tout z € R, f(z) = :f :
5—3x siz < =

L’application f n’est pas surjective car pour tout x € R, f(x) > 4. Elle n’est pas non
plus injective car f(1) = f(—%) =6.

L’application f est strictement décroissante sur [—oo,%
tement croissante sur [, +oo[ & valeurs dans [4, +ocl.
Ainsi, f est bijective de [3,400[ sur [4, +ool.

| & valeurs dans [4, +o0[ et stric-



Exercice 7.

1. E=R\{1}.
: T+ 2
2. Soit y € R. Onayzg(x)@—1:y(:)x+2:y(:v—1)<:)x(y—1):y+2.
x —
e Siy =1, ceci équivaut a 0 = 3, ce qui est absurde donc 1 n’admet pas d’antécédent
par g.
2
e Siy # 1, ceci équivaut a z = y——{_l
y—

3. On a g(F) = E et pour tout y € E,y admet un unique antécédent x par g qui est g(y),
ce qui prouve que g est bijective de E sur g(FE).
Ainsi, pour tout y € g(E) = E,g(x) =y < x = g(y) ce qui prouve que g~! = g.

2¢ + 1

Exercice 8. Soit f: x —> 5
I —_—

1. E=R\{2}.
2. Soit y € R. Cherchons les solutions = € E de ’équation f(z) =y. On a

20 +1

r—2
e Siy =2, ceci équivaut a 0 = —3, ce qui est absurde. Donc I’équation f(z) = y n’admet
pas de solution pour y = 2.

=y 2rt+tl=(r-2yes22xt+l=xy—2y=z2—y) =—-1-2y.

e On suppose dorénavant que y # 2. On a alors

B - 1=-2y 2y+1
fl@)=ye= 5y g = f(y).

Ainsi, pour tout y € R\ {2}, I"équation f(z) =y admet une unique solution z = f(y).
Ceci implique que f est bijective sur de E sur E et vérifie f~1 = f.

Exercice 9.

T = r = a
1. On a f(z,y,2) = (a,b,c) & r+y = b &<y = b—a
20 +2y+z = ¢ z = ¢c—2b

2. Tout élément (a,b,c) € R® admet un unique antécédent par f qui est (a,b — a,c — 2b)
R — R3

. . .o . . _1 .
donc f est bijective de bijection réciproque f~ : (a,b,¢) (a,b—a,c—2b).

3. Soit (a,b,c) € R3.

r+z = a x = a—z
On a g(x,y,2) = (a,b,¢) & Y+ z = b & Y = b—2z
r+3y+4z = ¢ a+3b = c

e Sia+3b # ¢, alors (a,b, ¢) n”’admet pas d’antécédent par f, donc f n’est pas surjective.
e Si a+ 3b = ¢, alors pour tout réel z,(a — z,b — 2, 2) est un antécédent de (a,b,c),
donc dans ce cas, (a,b,c) admet une infinité d’antécédents, ce qui prouve que f n’est
pas injective.

Ainsi, f n’est pas bijective.

Exercice 10.

1. Pour tout n € N, ona go f(n) =g(n+1).
Or, pour tout n € Nyn +1 # 0 donc g(n +1) = n+1—1 = n donc pour tout
nENagof(n):IdN

2. Cependant, f n’est pas bijective puisque Im(f) = N* donc f n’est pas surjective.



Exercice 11. Raisonnons par analyse-synthese.

e Analyse : Soit f : E — FE une application telle que pour toute application g : £ — F|
on ait go f = fog.

Soit a € E. Considérons I'application g : F — E constante égale a a.

L’hypothese go f = f o g entraine pour tout x € E, go f(x) = fog(z) & a = f(a). Ceci étant
vrai pour tout élément a € E, on a nécessairement f = Idg.

e Syntheése : Soit f = Idg. Alors pour toute application g : E — FE, on a

gof=goldg=g=Idgog=fogy.

Finalement, la seule application f qui commute avec toutes les applications g : E — FE est

Exercice 12.

1. e Premiere méthode : Si go f est surjective, alors g est surjective. Or, par hypothese,
g est injective donc g est bijective.

Soit g7! : G — F la bijection réciproque de g. Alors g~ o (g o f) = f est surjective

comme composée d’applications surjectives.

e Deuxiéme méthode : Soit y € F. Alors g(y) € G.

Puisque g o f : E — G est surjective, alors il existe x € F tel que g(y) = go f(x) =

9(f(x)).

Puisque g est injective, g(y) = g(f(x)) implique que y = f(x), d’ou y € Im(f).

Alinsi, tout élément y de F' admet un antécédent par f, ce qui prouve que f est surjective.

2. e Premiere méthode : Si g o f est injective, alors f est injective. Or, par hypothese,
f est surjective, donc f est bijective.
Soit f~' : F — E la bijection réciproque de f. Alors (go f) o f~! = g est injective
comme composée d’applications injectives.
e Premiére méthode : Soit (y,y') € F? tels que g(y) = g(v/). Puisque f : £ — F
est surjective, il existe (z,2') € E? tels que f(z) =y et f(2') =y
Ainsi, g(y) = g(y') = go f(z) = go f(').
Or, g o f est injective donc go f(x) =go f(2') = x=12" = f(z) = f(2'), le. y =1y .
Ainsi, g(y) = g(y') = y = ¥/, ce qui prouve que g est injective.

Exercice 13. e Supposons que f est injective. Soient A et B des parties de F.

On a vu en cours que f(ANB) C f(A) N f(B).

Montrons l'inclusion f(A) N f(B) C f(AN B).

Soit y € f(A) N f(B). Alors il existe € A et 2’ € B tels que f(z) = f(2') = y. Puisque f
est injective, on a nécessairement x = 2’ donc x € AN B. Ainsi, y = f(z) € f(AN B), ce qui
prouve que f(A)N f(B) C f(ANB).

Finalement, on a bien f(AN B) = f(A) N f(B), et ce pour toutes parties A et B de FE.

e Supposons que pour toutes parties A et B de E, f(ANB) = f(A)N f(B).

Montrons que f est injective. Pour cela, considérons deux éléments (z,z’) € E? tels que x #
et montrons que f(x) # f(z').

Soit A ={xz} et B={a’}. On a AN B = {) puisque = # 2/, donc f(AN B) = f(0) = 0.

Or, par hypothese, f(AN B) = f(A) N f(B) = f({z}) N f{z'}) = {f(=)} N {f(«')} donc
{F@)} 0 ()} = 0, ce qui prouve que £(x) # /().

On en conclut que f est injective.

Exercice 14. e Supposons que f est surjective.
Soit G' un ensemble, et soient g : FF — G et h : FF — G deux applications telles que

gof=hof.



Montrons que g = h.
Soit y € F. Puisque f est surjective, il existe x € E tel que f(z) = y.
Puisque go f = ho f, on a alors

9(y) =go f(z) =ho f(x) = h(y)

et ce pour tout y € F donc g = h.

e Réciproquement, supposons que pour tout ensemble G et toutes applications g, h : F' —
G,gof=hof=g=h.

Montrons par I'absurde que f est surjective. On suppose pour cela que f n’est pas surjective.
Ceci implique qu’il existe un élément yo € F' tel que yo ¢ f(E).

Posons G = {0, 1}. Considérons g : F — G l'application constante égale a 1 et h 1’application
définie par

h:F — G

0 siy=yo
y = { 1 sinon.

Montrons que go f = ho f.
Soit x € E. Par définition de g, on a go f(z) = g(f(x)) = 1.
Par ailleurs, puisque f(z) € f(E), on a f(x) # yo donc par définition de h, il vient ho f(x) =
h(f(@)) = 1.
Ainsi, pour tout = € E, go f(x) = ho f(x), ce qui implique que go f = ho f. D’apres 'hypothese,
ceci implique que g = h donc h est I'application constante égale a 1! C’est absurde.
Nécessairement, f est surjective, ce qui prouve la deuxieme implication, et donc ’équivalence.

Exercice 15. Soient f: EF — F,g: F — G et h: G — H trois applications.

Supposons que g o f et h o g sont bijectives.

Puisque g o f est bijective, g o f est surjective, donc g est surjective.

Puisque h o g est bijective, h o g est injective, donc g est injective.

Ainsi, g est surjective et injective, donc bijective. On peut donc considérer g=1 : G — F.

On a alors g to(go f)=(g7log)of=1Idpo f=f.

Or, g~! et g o f sont bijectives, donc par composition g=' o (go f) = f est bijective.

De méme, on a hogo g ! = holdg = h qui est bijective comme composée d’applications
bijectives.

On peut donc en conclure que f, g et h sont bijectives.

Exercice 16. Soient f: E — F,g: FF — G et h : G — FE trois applications.
Supposons que hogo f et go f oh sont surjectives, tandis que f o ho g est injective (les autres
cas se traitent de maniere analogue).
Puisque go (foh) est surjective, on en déduit que g est surjective. De méme, puisque (foh)og
est injective, on en déduit que g est injective.
Ainsi, g est bijective. Il existe donc g7' : G — F.
Puisque h o (g o f) est surjective, on en déduit que h est surjective.
Par ailleurs, par composition d’applications injectives, on déduit que (fohog)og™! est injective.
Or,

(fohog)og'=foho(gog')=foholdg= foh.
Ainsi, f o h est injective, ce qui implique que h est injective.
Puisque h est injective et surjective, on en déduit que h est bijective et il existe donc A~ :
E— G.
Enfin, par composition d’applications surjectives, on a g ' o h™t o (hogo f) = f est surjective
et par composition d’applications injectives, (fohog)og toh™ = f est injective, donc f est
bijective.
On peut donc conclure que f, g et h sont bijectives.



Exercice 17. e Supposons que f est bijective. Soit A C E. Montrons que f(A) = f(A).
Puisque f est surjective, alors f(E) = F. Donc

J(A)U f(A) = F(AUA) = f(E) = F.

D’autre part, soit y € f(A) N f(A). Alors il existe 7 € A et x € A tel que f(x) = f(2') = v.
Or, f est injective donc x = 2/, ce qui entraine que x € AN A = (), ce qui est absurde.

On a donc f(A) N f(A) = 0. L'union f(A) Ll f(A) = F est donc disjointe, ce qui prouve que
f(A) = f(A), et ce pour toute partie A C E.

e Supposons que pour toute partie A C E, f(A) = m

En particulier, pour A = @, on trouve f(#) = f(0) & f(E) =0 < f(E) = F, ce qui prouve
que f est surjective.

Montrons maintenant que f est injective. Soit # € E. Pour A = {z}, 'hypothese entraine que
F(E\{z}) = F\{f(x)}. Ainsi, sia’ # z, alors 2’ € E\{z}, donc f(2') € f(E\{z}) = F\{f(2)},
d’on f(x') # f(x), ce qui prouve que f est injective.

L’application f est donc bijective.

Exercice 18. Tout d’abord remarquons quesi A C X C AUB,onabien ANBC XNB C B
etsiANBCY CB,alors ACYUAC AUB.
Pour montrer que f et g sont des bijections réciproques I'une de 'autre, il faut montrer que

gof = Id[A,AUB] et fog= Id[AﬂBvB]‘

Soit X € [A, AU B].
On a
gof(X)=¢g(XNB)=(XNB)UA=(XUA)N(AUB).

Puisque A C X, ona X UA =X, doncgo f(X)=XN(AUB)=X car X C AUB.
Ainsi, pour tout X € [A,AUB], ona go f(X)= X donc on a bien g o f = Idj aun-
De méme, soit Y € [AN B, B]. On a

FogY)=f(YUA) = (YUA)NB=(YNB)U(ANB).

Puisque Y C BjonaYNB =Y donc fog(Y)=YU(ANB)=Y car ANBCY.
Ainsi, pour tout Y € [AN B, B], on a fog(Y) =Y donc on a bien fog = Iding g
On a donc bien go f = Id{4,4up) et f o g = Idjang 5.

D’apres le cours, ceci prouve bien que f est bijective et que g = f~1.

Exercice 19. e Supposons que f est injective et montrons que f est surjective.

Soit y € E. Puisque fo fo f= f,ona f(fo f(y)) = f(y), ce qui implique par injectivité de f
que f(f(y)) =y. En posant x = f(y), on a bien f(z) =y donc y admet un antécédent par f.
Ceci étant valable pour tout y € E, on en déduit que f est surjective.

e Supposons que f est surjective et montrons que f est injective.

Soient (z,y) € E? tels que f(z) = f(y).

Puisque f est surjective, il existe (a,b) € E? tels que f(a) = z et f(b) = y. En composant par
f, on obtient fo f(a) = f(x) = f(y) = fo f(b) puis en composant de nouveau par f, on trouve
fofof(a)=fofof(b).Or, fofof=f donc f(a)= f(b),ie x =y, cequiprouve que f
est injective.

Remarque : ceci prouve en fait que sous ’hypothese fo fo f = f, 'application f est injective si
et seulement si elle est surjective si et seulement si elle est bijective et dans ce cas, en composant

par f~1, ’hypothese fo fo f= f donne fo f=1Idg, dott [~ = f.



Exercice 20.

1. Puisque = — 23 est bijective de R dans R, on en déduit que 'application f o g est

surjective et injective, ce qui implique d’apres le cours que f est surjective et que g est
injective.
2. Soit x € R. On a
g(z®) = g(f o g(x)) = (g0 f)(g(2)) = g(x)”
et

f@®) = flgo f(2) = (fog)(f(x)) = f(z)*.

3. Tout d’abord, puisque g est injective d’apres la premiere question, g(—1),¢(0) et g(1)
sont trois réels distincts deux a deux.
D’apres la question précédente, on a g(—1)? = g((—1)3) = g(—1),9(0)* = g(0%) = ¢(0)
et g(1)? = g(1°) = g(1).
Ainsi, g(—1), g(0),g(1) sont trois solutions différentes de 1'équation X? = X qui admet
exactement deux solutions réelles : 0 et 1. On aboutit a une contradiction.

Il ne peut donc pas exister de telles fonctions f et g.



