LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Liste d’exercices n°4 Vocabulaire des applications

Exercice 1. Soit f: o — 2243 et soient a et b deux réels tels que a < b. Décrire les ensembles
suivants :

L f([2;5]).
2. f([=2;5]).
3. f(la; 0]).

Exercice 2. Déterminer les images directes suivantes.
1. In(R%)
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Exercice 3. Soit f: x — V2?2 — 3z + 3.
1. Déterminer ’ensemble de définition E de f.

2. Pour quelles valeurs de y € R 'équation f(z) = y, d’inconnue = € E, admet-elle des
solutions ?

3. En déduire I'image de la fonction f.

Exercice 4. Soit F un ensemble non vide. Soient A et B deux parties de E. Montrer les
propriétés suivantes :

1. ﬂzzl—ﬂA 4.AﬁB:®<=>ﬂAU3:ﬂA+]lB
2. Ianp = 1415
3. Laup=1a+1g—141p 5. ﬂAAB=ﬂA+]lB—2]lAﬂB:|ILA—ILB|.

Exercice 5. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives 7 Dans ce
dernier cas, donner I’expression de la fonction réciproque.

1 f:R — R 3 f*R — R
Cooxr — 2z o — |z
f[072] — [OaQ]
o R — Ry 4. . . x  sizel0,1]

r |z 3—x sizell,2].

Exercice 6. Considérons 'application suivante :

fR — R
r — [3z—1]+4

1. L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

2. Donner une restriction bijective de f et déterminer sa réciproque.



Exercice 7. Considérons 'application suivante :

T+ 2
r—1

g: T —

1. Déterminer I’ensemble de définition E de g.
2. Soit y un réel. Résoudre I’équation g(z) = y, d’inconnue = € E.

3. En déduire que g réalise une bijection de E sur g(FE) et donner sa réciproque.

20+ 1
r—2
1. Donner le domaine de définition £ de f.

2. Montrer que f est bijective de E sur E et que f~! = f.

Exercice 8. Soit f: x —

Exercice 9. Soient les applications suivantes :

f:R® — R?
(x,y,2) — (x,x4+y,2x+2y+ 2)

et

g:]R3 — R?
(r,y,2) — (v+z,y+z,2+3y+4z2).

1. Soit (a,b,c) € R3. Déterminer tous les antécédents du triplet (a, b, c) par la fonction f.
2. La fonction f est-elle bijective ?

3. Reprendre les deux questions précédentes avec g.

. . .. . N — N
Exercice 10. Soient les applications suivantes : /

1. Calculer go f.

2. La fonction f est-elle bijective ?

Exercice 11. Soit F un ensemble. Trouver toutes les applications f : E — E telles que,
pour toute application g : ¥ — E, on ait go f = fog.

Exercice 12. Soient f: F — F et g : F' — G deux applications. Montrer les implications
suivantes :

1. Si g o f est surjective et g est injective, alors f est surjective.

2. Si go f est injective et f est surjective, alors g est injective.
Exercice 13. Soit f: E — F une application. Montrer ’équivalence :
(f est injective) < (pour toutes parties Aet Bde E, f(AN B) = f(A) N f(B)).
Exercice 14. Soit f une application de E dans F. Montrer I’équivalence :
(f est surjective) < (pour tout ensemble G et toutes applications g, h : F' — G, gof = hof = g = h.)

Exercice 15. Soient f: E — F,g: F' — G et h : G — H trois applications.
Montrer que si g o f et h o g sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives.



Exercice 16. Soient f: E — F,g: FF — G et h : G — FE trois applications.

Montrer que si parmi les trois applications hogo f,go foh et fohog, deux sont surjectives et
la troisieme injective (ou deux sont injectives et la troisieme surjective), alors les applications
f, g et h sont bijectives.

Exercice 17. Soit f: F — F. _
Montrer que f est bijective si et seulement si pour toute partie A de E, f(A) = f(A).

Exercice 18. Soient F un ensemble non vide, et A, B deux parties de E.

On note [A,AUB]={X CEACX CAUB}et [ANB,B]|={Y CE|ANBCY C B}.
On définit f : [A,AUB] — [AN B, B] par f(X)=XNB.

On définit g : [ANB,B] — [A,AUB] par g(Y) =Y U A.

Montrer que f et g sont des bijections réciproques 'une de 'autre.

Exercice 19. Soit E un ensemble non vide et f: E — FE telle que fo fo f = f.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Exercice 20. Supposons qu’il existe f : R — R et g : R — R telles que pour tout réel
x,g0 f(x) = z? et fog(x)= x>,

1. Montrer que f est surjective et g est injective.

2. Montrer que pour tout réel z, g(x3) = g(z)? et f(z?) = f(x).

3. Montrer que g(—1), g(0) et g(1) sont tous trois solutions de I'équation X? = X. Conclure.



