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Image réciproque d’un ensemble par une application

I. Généralités

1. Soit z € E.
Onaze f*(F) < f(r) e F< x € Edonc | f*(F)=E.
De méme, x € f*(Im(f)) < f(x) € Im(f) & z € E donc | f*(Im(f)) = E.
Enfin, x € f*(0) < f(z) € 0 ce qui est absurde donc | f*(0) = 0.

2. Soit AC F. Soit z € E.
On a

ref(A) e fle)ede fl)gAead f((A) e e f(4)

donc | f*(A) = f*(A).
3. Soient A et B deux parties de F.
(a) Soit x € E. On a

re ff(AUB) & f(r) c AUB & f(x) e Aouf(zr) e Be e ff(A)ouzx € f*(B)

ie.xe ff(AUB) ez e f*(A)U f(B) donc | f*(AUB) = f*(A) U f*(B).
(b) Soit z € E. On a

re ff(ANB) & f(r) e ANB & f(x) € Aet f(r) e Bo v e ff(A)etx e fY(DB)

le.xe ff(ANB) < x e f*(A) N f*B) donc | f"(ANB) = f*(A) N f*(B).
(c) En utilisant la question 2 et la question précédente, on trouve

f(A\B) = f(AnB) = f"(A) N f(B) = f(A) N f(B)
d'out | f7(A\ B) = f1(A)\ f7(B).
4. (a) Soit A C F. Soit y € F. On a les équivalences suivantes :
y€ f(f(A) e 3we f(A) fle)=ye ek fx)=yety = f(z) € Ay € AnIm(f)
donc |VA C F, f(f*(A)) = AnIm(f).

(b) On a les équivalences suivantes :

f est surjective & Im(f) = F < VA C F,AnIm(f) = A.

(En effet, 'implication de la gauche vers la droite est triviale. Pour celle de la droite
vers la gauche, si pour toute partie A C F, ANIm(f) = A, ceci est vrai en particulier
pour A = F| ce qui implique que Im(f) = F'.)
Or, d’apres la question précédente, on sait que pour toute partie A C F, ANIm(f) =
f(f*(A)) donc on a bien montré 'équivalence

f est surjective < VA C F, f(f*(A)) = A.




5.(a) Soit X C E. Soit x € X. On a f(z) € f(X) donc par définition, ceci implique que
z € f*(f(X)) dou l'inclusion X C f*(f(X)).
On a donc bien montré que |VX C E, X C f*(f(X)).

(b) e Supposons que f est injective. Montrons que pour tout X C E,ona X = f*(f(X)).

Soit X C E. D’apres la question précédente, on sait que X C f*(f(X)). Il nous reste
donc a montrer que f*(f(X)) C X.
Soit x € f*(f(X)). Par définition, ceci implique que f(z) € f(X). Ainsi, il existe
a € X tel que f(x) = f(a). Puisque f est injective par hypothese, on en déduit que
x =a donc x € X.
On a donc bien 'inclusion f*(f(X)) € X d’ou I'égalité X = f*(f(X)) et ce pour
toute partie X C F.
e Réciproquement, supposons que pour toute partie X C E, on a X = f*(f(X)).
Montrons qu’alors f est injective.
Soient (z,2') € E? tels que f(z) = f(2'). Posons X = {x} C E.
On a alors f(2') € f(X) = {f(z)} donc ' € f*(f(X)) = X par hypothese, i.e.
x’ € {x}, ce qui implique que x = 2’ et prouve ainsi I'injectivité de f.

On a donc bien montré I’'équivalence

[ est injective & VX C E, X = f*(f(X)).

6. Soit G un ensemble et g : ' — G une application. Soit A C G. Soit x € E. On a les
équivalences suivantes :

v €(gof)(A) & goflr) € As f(z) € g"(A) & x € f(g7(4))
doit Pégalité [VA C G, (go f)'(A) = f*(g°(A)).

II. Etude d’un exemple

1. L’application f est définie dés lors que 22 +x + 1 > 0. Or, le discriminant du trinome
du second degré P(x) =2 +x+ 1 vaut A =12—-4x 1 x 1= -3 < 0 donc le trinéme
est toujours du signe du ceefficient dominant, c’est a dire positif en I'occurrence.

Ainsi, Ve € R,z + 2+ 1 >Odonc

2. Mettons le trindbme sous forme canonique.

On a pour tout z € R, P(z) =a? +ax+1=(z+3)*—1+1=(z+3)?+32
Connaissant les variations de la fonction carré, on retrouve celles de ce trindme : la
fonction P est décroissante sur | — oo; —%], atteint son minimum en —% (qui vaut %) et
est croissante sur [—%; +oo[. En composant par la fonction racine carrée qui est croissante
sur R, , on retrouve les mémes variations pour la fonction f qui admet donc le tableau

de variations suivant :

1
X —00 -2 +oo
2
“+00 +00
f T3
2
Puisque f est décroissante et continue sur | — oo; —%] et croissante et continue sur

[—3;+o0[, on a

1) = (1o =Bt Lewoel) = 1 (1 oo 21) o (1= bevosl) = |2

—;T00
2

V3

U

2

——;+00




d'ou|Im(f) = | —;+oc| .|Puisque Im(f) # R, on en déduit que‘f n’est pas surjective.

2

3. Ona f(—1) = f(0) =1 donc ‘l’application f n’est pas injective.‘
4.(a) 0 ¢ Im(f) donc| f*({0}) = 0.

(b) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

ref {1 e fr)=levaltat+l=1

Puisque pour tout € R, 2% + + 1 > 0, on obtient par élévation au carré

zeff{lh)er*+r+l=1sz(x+1)=0

ie.z=0o0uxz=—1donc|f*({1}) ={-1,0}.

(c¢) D’apres la question 4.(b) de la premiére partie, on a

3
£;+oo

f(f*<[07 1]) = [07 1] ﬂlm(f) = [07 1] N 9

donc | £(*(0, 1)) = [“75;1] |

(d) En s’aidant du tableau de variations et du fait que f(—1) = f(0) =1, on a

OEA)r [ -

1
(e) Vu la question précédente, il suffit de prendre | A = [0;1] | et | X = [—5; 0] )

II1I. Application image réciproque

1. e Supposons que f* est injective. Montrons que f est surjective.
On a vu en question 1 de la premiere partie que f*(Im(f)) = f*(F) = E donc par
injectivité de f*, ceci implique que Im(f) = F', d’ou la surjectivité de f.
e Supposons que f est surjective. Montrons que f* est injective.
Soient A et B deux parties de F telles que f*(A) = f*(B).
Alors f(f*(A)) = f(f*(B)). Or, d’apres la question 4.(b) de la premiere partie, puisque
f est surjective, on a f(f*(A)) = A et f(f*(B)) = B donc A = B, ce qui prouve
I'injectivité de f*.

On a donc bien montré que ‘ f* est injective si et seulement si f est surjective.

2. e Supposons que f* est surjective. Montrons que f est injective.
Soient (z,2') € E? tels que f(z) = f(a').
Par surjectivité de f*, il existe A € P(F) tel que f*(A) = {z}. Par définition, ceci
implique que f(z) € A.
Puisque f(2') = f(z), on a donc f(2') € A d'ou 2’ € f*(A) = {z}, ce qui implique que
=

On a donc bien prouvé l'injectivité de f.



e Supposons que [ est injective. Montrons que f* est surjective.

Soit X € P(FE). D’apres la question 5.(b) de la premiere partie, puisque f est injective,
on a f*(f(X)) =X ce qui entraine que X € Im(f*).

Ainsi, tout élément de P(E) admet un antécédent par f*, ce qui assure la surjectivité
de f*.

On a donc bien montré que ‘ f* est surjective si et seulement si f est injective. ‘




