LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°6 Trigonométrie

Exercice 1

1.
P+q p—q P+q p—q P+q pP—q
cos(p)+cos(q) = cos (T T) +cos (T — T) = 2cos (T) cos (T) :
2.
cos(p)—cos(q) = cos <m + u) —Cos (m — u) = —2sin (]ﬂ> sin <u> :
2 2 2 2 2 2
3.
sin(p)+sin(q) = sin (1% + ; q>+sin <]% — %) = 2sin (p ;_ q) cOS (}%) )
4.

sin(p) — sin(q) = sin(p) + sin(—q) = 2sin (7%) cos (7%) .

Exercice 2

On a

tan(a + b) = sin(a +b)  sin(a)cos(b) 4 sin(b) cos(a)  cos(a )cos(l;)(tan(a) + tan(b))

)
cos(a+b)  cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b)  cos(a) cos(b)(1 — tan(a) tan(b))
tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)
Pour a = T et b= —E, on en déduit
3 4

d’on tan(a + b) =

m\ _ tan(})+tan(—=%)  V3-1 (V3 —1)? 4-2V3 B
tan(ﬁ) 1—tan(f)tan(—3) 1++v3 (V3+1)(H3-1) 2 =2-V3

Exercice 3

cos(3a) = cos(2a+ a)
= cos(2a) cos(a) — sin(2a) sin(a)
= (2cos?(a) — 1) cos(a) — 2sin*(a) cos(a)
= 2cos*(a) — cos(a) — 2(1 — cos*(a)) cos(a)
= 4cos*(a) — 3cos(a).
sin(3a) = sin(2a + a)
= sin(2a) cos(a) + sin(a) cos(2a)
= 2sin(a)cos®(a) + sin(a)(1 — 2sin?(a))
)(1 —sin*(a)) + sin(a) — 2sin®(a)
= 2sin(a) — 2sin®*(a) + sin(a) — 2sin®(a)
) — 4sin®(a).

= 3sin(a

(
= 2sin(a

(

(



cos(4a) = cos(2 x 2a)
= 2cos?(2a) — 1
= 2(2cos?*(a) —1)* -1
= 8cos*(a) — 8cos*(a) + 1.

sin(4a) = sin(2 x 2a)
= 2sin(2a) cos(2a)
2(2sin(a) cos(a))(1 — 2sin?(a))

4sin(a) cos(a) — 8sin®(a) cos(a).

Exercice 4

1.

sin(z) = —sin(Z) & sin(z) = sin(—ZF) & 2 = —Z2rjour = 7 — (—ZF)[27] d'on
x = 3Z[27] ou x = Z[27].

Les solutions sur | — 7, 7| sont {37, 37}

sin(2r) = cos(§) < sin(2r) = sin(§) < 22 = §[27ouzr = 7 — %[27?] & x = 5] ou
r = Tx].

ot

=12
: 117 T T

Les solutions sur | — 7, 7] sont {—=3", — 15, 15,
s

ﬂ'}.

N —
no

Exercice 5

sin(3z) = sin(%) < 3z = Z[2n) ou 3z =7 — Z[271] & x = £[3F] ou z = FZ[F].
Les solutions sur | — m, 7| sont {—%, —%, = %, 111—;, 114—; .
sin(r) = —sin(3) & sin(z) = sin(—3) & 2 = —§[271] ou x = 7 — (—F)[27] d’on
r = —Z[2n].
La seule solution sur | — 7, 7] est —7.
cos(2z) = cos(§ +a) & 20 = F+z[2n] ou 2z = —§ —z[27] & & = E[27] ou x = —F[FF].
Les solutions sur | — 7, 7] sont {—2¢, -2 Z 3%}
(z) . (2 N (z) T 2z
cos(z) = sin | — cos(z) =cos | = — =
3 2 3
T 2z T 2T
=T _ "y = T4
© T=g 3[7?]oux 2+3[7r]
5
& ?x = g[?ﬂ oug = —g[Qﬂ']
- 3m | 6w 37r[6 ]
r=—|—| our=——[67
10 [ 5 2
Les solutions sur | — 7, 7] sont {—37, 3%}
. tan(z) = V3 < tan(z) = tan(3) < = = I[7].
sin(2x) = v/3 n’a pas de solution réelle car v/3 > 1.
sin(z) = —\/75 & sin(z) =sin(—%) & v = —f2r] ou v =7 — (—§)[27] & = = —{[27]

ou z = —3T(2n].



4. 2cos(3r) = 1 < cos(3z) = 5 < cos(3w) = cos(%) < 3z = Z[27] ou 3z = —Z[27] donc
w2 w27
S IE N N [
5. tan(2z) = —1 < tan(2x) = tan(—7) & 2r = —J[7] & v = —¢[7]

Exercice 6

1. §=R.

2. 8 = Upegl—5 + 2km, 2 + 2kn]

3. 8 = UpenlF + 2km, 3 + 2kn).

4. 8 = Upezls +km, 5+ knl

5. S = Upes[—% + 2k7, T + 2kr]

6. On a sin(x) > cos(§) < sin(z) = sin(§) donc S = 5[5 + 2k, 28 + 2kn]

Exercice 7
1.

V3sin(z) + cos(r) = V3 & ﬁ sin(x) + = cos(x) =

8 ¢ ¢ 3
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V3cos(7x) — sin(7z) = 1
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1
cos(2z) — V/3sin(2z) = 2cos(z) < 3 cos(2zx) — 73 sin(2z) = cos(z)
™ . T\ .
& cos (§> cos(2x) — sin <§> sin(2x) = cos(x)
m
& cos (295 + §> = cos(x)
& 2x+ g = z[27r] ou 2x+ g = —z[27]
2
& xz—%[Qw] ou xz—g [g} :

4. 2cos?(x) = Tcos(x) — 3 & 2cos?(x) — 7cos(x) + 3 = 0.
On pose X = cos(x).
Le trinome du second degré a pour discriminant

A=(=7)2—4x(2)x3=49-24=25>0
7-5 1 T+5

d 1 i t X1 =——=—-et Xo=— .
onc les racines sont X; 1 5 et Xo 1 3
1
Ainsi, on a cos(x) = 5 ou cos(z) = 3. La deuxieéme option est impossible donc 1’équation
équivant a cos(x) = S ET= Z[27] ou x = —Z[27]
2sin(x) —4dcos(z) = V3+2 —2v/3cos(r) —4cos(x) = /342
D. . < .
sin(z) +v3cos(z) = 0 sin(z) = —v3cos(x)
cos(x) V342
r) = ————
4+2V/3
sin(x) = —+v/3cos(x)
3+2 342 1 3 2
Ainsi, cos(z) = — V3 + = V3 + = ——etsin(z) = — douz = —W[Qﬂ']
1423 —202+3) 2 3

Exercice 8

On a pour tout réel z,cos(z) < 1 et 1 + sin*(wx) > 1 donc si 1 + sin?(wz) = cos(x), alors

nécessairement 1 + sin®(wx) = cos(z) = 1 donc sin(wz) = 0 et cos(z) = 1.

Ceci équivaut a wz = 0[x] et x = 0[27]. On voit que = = 0 est toujours solution de 1'équation,

sans aucune hypothese sur w.

Supposons qu’il existe une autre solution z non nulle a 1’équation.

Puisque = = 0[27], il existe k € Z tel que x = 2k, avec k non nul car x est non nul.

Par ailleurs, puisque wz = 0[x], on a 2kmw = 0[] donc il existe k' € Z tel que 2kmw = k'r.
/

On peut diviser par k puisque k est non nul et on obtient w = o ce qui implique que w est
rationnel.

Ainsi, si ’équation admet plusieurs solutions, alors w est rationnel.

Réciproquement, supposons que w = g est rationnel, avec(p, q) € Z x N*.

Alors pour tout k € Z,x = 2mgk est solution car = 0[27] et wx = 2wpk = 0[x], ce qui fournit
une infinité de solutions.

Finalement, I’équation admet une unique solution (qui sera z = 0) si et seulement si w est
irrationnel.



Exercice 9

Montrons le résultat par récurrence sur n > 2.

e Initialisation : pour n = 2, on a 2 cos (2”—2) = 2cos (%) = /2. 11y a bien 2 — 1 = 1 chiffre 2
sous la racine, donc la propriété est vérifiée pour n = 2.

eHérédité : Soit n > 2 fixé. On suppose la propriété vraie au rang n. Montrons-la au rang

n + 1, i.e. montrons que \/2+ V24 4+ V2 = 2cos (2;11) .

n chiffres 2
On a
\/2+\/2+---+\/§= 2+\/2+\/2+---+\/§:\/2+2cos<21n)
nch;f;reSZ n—1 C;l’iffreSQ

d’apres I’hypothese de récurrence.
Or, cos (25) = cos (2 X 557) = 2cos? (557) — 1 donc 2+ 2cos (35) = 4cos? (557) d'ou

277.
/ ] o T B T
M2+ 2+ +\/§1_ 4 cos <2n+1) —Q‘COS (2n+1>‘.

n chiffres 2
Or, il € [0, 5] donc cos (2,1%) > 0, ce qui assure que |cos (Zn%ﬂ = cos (Zn%) .
Finalement, on a bien \/ 24\24+---+ V2 = cos (2,1%) , ce qui prouve la propriété au rang

n chiffres 2
n + 1 et acheve la récurrence.

Exercice 10

2x 8 2(4) —sin*(4 2(9)1—tan*(§) 12
On a cos(6) = cos(2 x 5) _ cos (3) s%n2(§) _ cos (3) anZ(g) _ y
1 cos?(5) +sin®(5)  cos?(5)1+tan*(5) 147
sin(2 x ¢ 2sin(?) cos(? cos?(?) 2tan(? 2t
De méme, sm(&) — ln( 2) _ ;1(2) O (22)0 — 2(3) n<22>0 — 5 d’ot1
o 1 cos?(5) + sin®(5) cos?(3) 1 + tan(3) 1+t
sin 2t
tan(f) = = .
an(6) cos(f) 1—1t2
Exercice 11
e Sin =1, '’équation est cos(z) + sin(z) = 1.
On a
2 2 2 2
cos(x) +sin(z) =1 < £ cos(x) + £ sin(z) = £ & cos <z) cos(z) + sin (Z) sin(x) = £
2 2 2 4 4 2
ce qui équivaut a
cos (x - %) = COS (%) & x— % = %[2%] our — % = —%[27r] S r = g[27r] ouzx = 0[27].

e Si n = 2, Péquation est cos?(x) + sin®(x) = 1 qui est vraie pour tout = € R.

e Supposons que n > 2. On remarque que z = 027] et = g[27r] sont toujours solutions de
I’équation.

Il y a deux cas :



- Si n est pair, = 727 et x = —F[27] sont solutions de 1'équation.

- Si n est impair, z = 7[27] et ¥ = —F[27] ne sont pas solutions de I"équation.

Montrons maintenant que pour tout n > 2, si  # 0,7, 5, —5[27], alors z n’est pas solution de
I’équation.

En effet, dans ce cas, on a 0 < |cos(z)| < 1 et 0 < |sin(z)| < 1 donc puisque n > 2, on a

| cos™ () + sin™(z)| < | cos(z)|™ + |sin(z)|[™ < |cos(z)|* + |sin(z)|* = cos?(x) + sin®(x) = 1.

Exercice 12

Soient a, b, ¢, d des éléments de [0, 7].

1. D’apres la formule montrée dans le premier exercice, on a
b —b
sin(a) + sin(b) = 2sin (a—;— ) cos (a 5 > :

b b —b
€ [0, 7] donc sin (%) >0 et 2 € [—E g] donc

a
Or, par hypothese,

—-b
O<c08<a2 )gl.

b —b
On en déduit que 0 < 2sin (a—; )cos (a > < 28111(

a+b

> , ce qui prouve que

b
sin(a) + sin(b) < 2sin (a;_ ) .

2. D’apres la question précédente, on a

sin(a) + sin(b) + sin(c) + sin(d) < 2sin (“T”) +9sin <c J; d)

b d
< Q(Sin<a—2i_ >+sin<c—; ))

a+b+c+d
b d
< 2| 2sin % cara+ E[O,W]etc+ € [0, 7]
< 4sin (w) |
4
b
3. En posant d = %, on a encore d € [0, 7] donc d’apres la question précédente,
b +a+b+c
b a c+ ——
sin(a) + sin(b) + sin(c) + sin (%) < 4sin 1 3
don b da +4b+ 4
sin(a) + sin(b) + sin(c) + sin <%+C> < 4sin (%) ,
ie.

sin(a) + sin(b) + sin(c) + sin (%W) < 4sin (%W) :

donc finalement
sin(a) + sin(b) + sin(c) < 3sin <—



Exercice 13

e Si 6 = 0[27], alors pour tout k € [1,n], (2k—1)0 = 0[27] donc cos((2k—1)0) =1 d’ou S = n.
e Si 0 = 7[2x], alors pour tout k € [1,n],(2k — 1) = 7[27] donc cos((2k — 1)) = —1 d’ou
S =-—n.
e Soit 0 # O[ ] de telle sorte que sin(¢ ) # 0.
(2k0) — ((2k — 2)8) 2k0 + (2 — 2)0
On a 2sin(# Z 2sin(0) cos((2k—1)0 Z 2sin ( 5 cos 5 .

En appliquant une formule du premier exercme on obtient une somme télescopique :

2sin(0)S = i sin(2k0) — sin(2(k — 1)) = sin(2nf) — sin(0) = sin(2n0)
sin(2n0)

donr 5 = 2sin(6)

Exercice 14

e Si 0 = 0[n], alors pour tout k € [0,n], cos?*(kf) = 1 donc S =n + 1.
e Soit 0 # 0[x| de telle sorte que sin(6) # 0.

2k0) + 1
Pour tout 0 < k < n, cos?(kf) = M

donc

2sin(0)S = Zsm cos(2k0) + (n + 1) sin(h).

D’apres une formule du premier exercice, on a
1
sin(0) cos(2k0) = §(Sin((2k‘ + 1)0) — sin((2k — 1)6)
donc

2sin()S = (sin((2k + 1)0) — sin((2k — 1)0))+(n+1) sin(h) = %(sin(2n—|—1)9)—sin(—@))+(n+1) sin(6)

d’ou
g sin((2n + 1)6) n 1 . +1  sin((2n+1)0)  2n+3
~ 4sin(f) 4 2 4sin(0) 4




