LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°7 Nombres complexes

Exercice 1

1. (2= 5i)(3+1i) =6+ 2i — 15i + 5 = 11 — 13i.
342 (3+2i)(-1—i) —1-5i
i-1 (i—-D)(—i-1) 2
3.0na(1—-4)?=1-2i—1= —2i. Donc

2.

(1 - i)32 _ ((1 o i)2)16 — (_21)16 — (_2)162&6 — 216(Z-4)4 — 216‘
4. D’apres la formule du bindbme de Newton, on a

2-i)=2"-3x22xi+3x2xi*—i*=8—-12i —6+1i=2—11i.
L1 l—i 11—
Cl+d (144)(1—1) 2
6. (124 5i)(3 — i) = 41 + 3.
i—3 (=3+1i)(2—1i) —b+Dbi

7. - - — 14

i+2  2+02—19) 5 i

o _ 3+2i 312 -3-2 3

: = = =———i
A+rai-1) -2 2 2

g TH31 o THE3DUHD o 44100 oy g
1—14 (1—4)(1+19)

Exercice 2

Soient M (a,b) et M(a',b') deux points de R?% On a donc z = a + ib et 2/ = a’' + il/.
: at+a b+ . )

Soit [ 5 g le milieu du segment [M M.

b+ !
Sonafﬁxeestalorsz”:a;a —1-2'—; :z—gz.

Exercice 3

z+ 2

Soit Z = .On a
1+ 22 o
= [(z+2\ _ Z+7
C\1422) 1472
/ = 1 ) 1 )
Or, |z| = [/| =1 donc Z = — et 2/ = — d’out
z z
7_% %_Zj;l_z""z/_
I e

donc Z est réel.



Exercice 4

Soit z € C\ {1}.

1. On a les équivalences suivantes :

Z+1€R o z+1  (z+1
z—1 z—1 \z-1
- z+1 z+1
z—1 z-1
S z+41)E-1)=E-1(E+1)
& |f—z4+z-1=z+2-2-1
& 22=2Z
& 2=z
& zeR
donc § =R\ {1}.
2. On a les équivalences suivantes :
Z+1€'R - z+1 [z+1\
z—1 ! z2—1 2—1
- z+1_ zZ+
-1 z-1
& (z—i—l)(z—l):(l—z)(?—i-l)
& |2P—z4+z-1=2+1—|2)* -2
& 2z =2
&zl =1
donc S = {e? 6 € R} \ {1}.
Exercice 5
1. —3i = 3e'2.
1 3 i
2. —§+i§:ez3:j.
1 x
3 1-ivi—2 (Lt i3] Zoe
2 2
]. 3 29T 3 217r<
4 (—§+z‘§) (3+i\/§):ea2\/§<§ >_2fe e's = 2v/3e
/3 4
5 (—%—1-273) = (T ) =e =T
6 3+zf_2f<£ ) 2v/3¢'6

Sim

6 .



10.
11.

- T 1 3 - T 2im 7
(1—14) (=1 414v3) = V2e 52 <_§ + z%) — 22T e = 2\/2e 5.

(1—i)7 = (V2e 15)T = /2 e = 8/2eE.
V2-1—i V22T g
- = 4,
2 i 2 3
—3exp(4) = 3exp(4)e’™.

Exercice 6

1.

o o oW

(cos() + isin(a))* = (e@)* = ebio,
—cos(a) —isin(a) = cos(a + ) +isin(a + 7) = @+,
cos(—a) + isin(a) = cos(a) + isin(a) = e*.
—2i cos(a) + 2sin(a) = —2i(cos(a) + isin(a)) = 21Tl = 2¢i~3),
sin(a) 4 4 cos(a) = i(cos(a) — isin(a)) = i(cos(—a) + isin(—a)) = e'ze™® = (57),
Soit a # F[].
1 1

(cos(a) +isin(a)) = ———e™.

1+ itan(a) = co(a)

cos(a)

e Sicos(a) > 0, i.e. si Ik € Z tel que a €] —F+2km, T +2k|, alors la forme exponentielle
cos(a) ‘

de 1 +itan(«) est

e Sicos(a) <0, ie. si Ik € Z tel que a €]Z + 2k, 2F 4 2k, alors la forme exponentielle

de 1+ itan(a) est — otm),

cos(v) ‘

En utilisant la technique de I'angle moitié, on trouve
. o ca o (6% e
1+ cos(a) +isin(a) =1+ e =¢€'2(e'2 + e '2) = 2cos <§> e'z.

e Si o = 7[2m], alors 1 + cos(a) + isin(a) = 0.

e Sicos (%) >0,ie.si 3k € Z tel que % €] =5 +2km, T +2km[& a €] —n+4km, m+4kn|,
alors la forme exponentielle de 1+ cos(a) + isin(a) est 2cos (2) e'2.

e Sicos (§) <0, i.e. si Ik € Z tel que % €)% + 2k, 3L + 2kn|[& a €]m + 4km, 31 + 4k,

alors la forme exponentielle de 1+ cos(a) + i sin(a) est —2cos (2) e (2.

Exercice 7

Soit z = =2+ V3 +ivV2 — V3.
Onaz2:2+\/’—(2—\/§)—2@'\/(2+\/§)(2—\/§):2\/3—2@'.

V3
2 2

Ona |2 = \/(2VB)2 + (~2)2 = VTG = 4, d'o 27 = 4 <_ . 1-) i

Ainsi, z = £2e7"12. Puisque cos (—75) > 0 et Re(z) < 0, on en déduit que

;T -11m

. T ; _ il
7= —2¢ "2 = 2" "2 = 2" 12,



Exercice 8

On a
n 2 n n
gl = E 2k 2k
n n
i=1 =1
n n
= DD %%
i—1 j—1
n
k=1 1<i<j<n 1<j<i<n
n
9 __ _
= E |z |* + E 2iZ; + E 27
k=1 1<i<yj<n 1<i<j<n
n
2 P —
= E |26 ]* + E 225 + 212;
k=1 1<i<j<n
n
2 . —
= E |2|” + E 2Zj + 2%
k=1 1<i<j<n
n
2 —_
= E |26]° + 2 g Re(z:7;).
1 1<i<j<n
Exercice 9
2 _ 2 iZ iz iz sin
l.Onazl=ie2?=€¢€2az=¢4o0usr=—¢€4=c¢1.
. 3im 3im 3im Tin
2.0nazl=—iez=¢2 &2=¢1 Oouz=—€1 =e1.
3. SurC,onazt+1=0«& (2?)?=-1=¢ o2 =ioua’>=—idou

5im 3im Tim

et l=(r—et)z—eT )z —ct)(z—eT).

4. Pour obtenir la décomposition dans R, on multiplie entre eux les termes conjugués deux

—3im

N s T Tim xa —3im Sim \
a deux. En effet, on a €'t = e s =¢e 1 et ¥t =e 1 =e 1 dou

' +1 = (z—e1)(x—eh)(z— T)(x—e_T)

= (22 =2z +1)(2® + V22 +1).

Exercice 10
(—1—2)(1+i) 13

1. 2N=1z-1z2z(1-i)=-1-21& 2= &
2420 =iz 2(1 —1) iz () z 5

2. Soient (a,b) € R? tels que z = a + ib.
Alors
2 4 Z=2+3i o 2a+ib)+a—ib=2+3i < 3a+ib=2+ 3



Par identification des parties réelle et imaginaire, on obtient

IS T

2
ce qui équivaut a z = 3 + 3i.

WwW| N

3. (4—2i)22 = (145i)z = 2((4—2i)2— (145))) =0 2z =0ouz = (1+50)(4+2i) _

(4 —2i)(4 + 29)
—6+220 -3+ 1L
20 10
4.372432—-243i =0« 3(z2+%) = 2—3i & 6Re(z) = 2 — 34, ce qui est absurde car
2 — 3i ¢ R donc cette équation n’admet pas de solution.

Exercice 11

1. A=62—4x2x5=—4 <0 donc les racines de ce trindme sont
—6+2¢ -3+ ; . —3—1
21 = = etzg =721 = )
1 1 7 2 1 5
2. A= (-1 -4 x (—1) x 6 =25 > 0 donc les racines sont
1-5 145
21:_—2:2€t22:_—2:—3.

. . s — o
3. On a vu en cours que les racines de 22 + 2z + 1 =0 sont j = €23 et j = e™%3.

4. Cette équation est bien définie pour z € C\ {—1}. On a les équivalences
3z —2
z+1

donc les racines sont

=—-324+2 322 = (2+1)(—32+2) & (32—2)(1+2+1) =0 < (32—2)(2+2) =0

2
21 = —2etzg = 3

Exercice 12

1. e lere méthode : On cherche z sous la forme z = x + iy avec (z,y) € R?.
On a alors 22 = 3+ 4i & (v +1y)? =3+ 4i & 22 — y? + 2izy = 3 + 4i d’on par
identification des parties réelle et imaginaire :

{ -y = 3
vy = 4

Par ailleurs, 22 =3 +4i = [2%| = |34+ 4i| = |2 = V32 + 42 = 22 + ¢* = 5.

Ainsi, 222 = (2 — ¢y?) + (@ +y?) =3+5=8douz* =4 ie. x =20uz = —-2.

Si z = 2, puisque 2xy = 4, on a 4y = 4 d’ou y = 1, ce qui fournit la solution z = 2 + 4.

Si z = —2, puisque 2xy = 4, on a —4y = 4 d’ou y = —1, ce qui fournit la solution

z2=—2—1.

Réciproquement, on vérifie qu’on a bien (2 +i)? = (=2 —i)? = 3 + 4i.

4q

3
e 2éme méthode : On a |3+ 4i| = /32 +42 =5donc 3+4i =5 (5 + 3

) = Het arccos(g)'

iarccos(é) iarccos(%)

Les solutions de 'équation 22 = 3 + 44 sont donc z = v/5e— =z ~ ou z = —/be




2. e lére méthode : On cherche z sous la forme z = z + iy avec (z,y) € R%
On a alors 2?2 = 8 —6i & (v +iy)? = 8 — 61 & 2% — y? + 2izy = 8 — 6i d’olt par
identification des parties réelle et imaginaire :

{ -y = 8

2zy = —6.
Par ailleurs, 22 = 8 — 6i = [2%| = |8 — 6i| = |2]* = /8 + (—6)2 = z* + y* = 10.
Ainsi, 222 = (2 — ¢y?) + (2?2 +y?) =8+ 10 =18 dou 2 =9 i.e. z = 3 ou x = —3.
Si x = 3, puisque 22y = —6, on a 6y = —6 d’ou y = —1, ce qui fournit la solution
z=3—1.
Si x = —3, puisque 2xy = —6, on a —6y = —6 d’ou y = 1, ce qui fournit la solution
z=-3+1.
Réciproquement, on vérifie qu’on a bien (=3 +14)* = (3 —i)? = 8 — 6i.
e 2éme méthode : On a |8 — 6i] = /8% + (—6)? = 10 donc 8 — 6i = 10 (% - %) —

10e~"¢ arccos(%) ]

iarccos(%) iarccos(%)

Les solutions de I’équation 22 = 8—6i sont donc z = v/10e™— 2 ouz = —v/10e P

Exercice 13

Soit u €]0, 7[. Calculons le discriminant de ce trinéme du second degré :
A = 4(1—cos(u))?*—4x2(1—cos(u)) = 4(1—2 cos(u)+cos®(u)) —8+8 cos(u) = 4(cos?(u)—1) = —4sin®*(u) < 0

car sin(u) > 0 puisque u €]0, 7|.
Ainsi, vV—A = /4sin®*(u) = 2| sin(u)| = 2sin(u) car u €0, 7.
On a donc deux racines complexes conjuguées que sont

—2(1 —cos(u)) —ivV—A =2+ 2cos(u) — 2isin(u)

2 = 5 = 5 = cos(u)—1—isin(u) et zo = cos(u)—1+isin(u).

On a 2 = —1 + cos(u) +isin(u) = ™ — 1 = e/3 ('3 — e773) = 2isin(%)e’s = 2sin(%)e!*2"),

e et®
Ainsi, | 2| = 2|sin(})|. Puisque u €]0, [, alors g €]0, 5[ donc 2sin(%) > 0 donc |z| = 2sin(%).
in u

L écriture exponentielle de z; est donc zp = 2sin(%)e’"2" et celle de z; est 2; = 2sin(4)e "2 .

Exercice 14

1. D’apres les fomules d’Euler, on a

i ix\ 4
cos*(z) = <%)

— E(64%{7 +4€3zxe—zx +662m€—21x +4€zxe—3m +e—4zr)
1 ) ) ) )
— o (64132 4 462136 + 6 i 46—211‘ + 6—411‘)

1
= 1—6(2 cos(4x) + 8 cos(2x) + 6)

cos(4x)  cos(2x) 3
8 * 2 - 8




2. D’apres les formules d’Euler, on a

1 ) ) ) ] T ,—iT 2
cos*(z)sin®(z) = — (e 4+ 4e** 4 6 + de 2 4 7 T) S
16 21
1 ) ) . ) ) )
— _6_4(64290 + 4621:(: 4164 46—27,z + €—4zx)(621x — 24 6—211‘)
1 ) ) ) . . )
— _6_4<66zx + 6—612 + 2(6413: + e—42x) _ (€2z:v 4 6—2m) o 4)
1
= —6—4(2 cos(6x) + 4 cos(4z) — 2 cos(2x) — 4)
cos(6x cos(4x cos(2x 1
_cos(6r) _ cos(dx) | cos(2a) 1

32 16 32 16

3. D’apres les formules d’Euler, on a

T ,—IT 5
sin'(@) = (%)
1

1 | | | | |
= g(e&“c — 5% 4 10e® — 10e™ ™ + He 3% — 6_5”)
i
1
= 37(21 sin(5x) — 10isin(3x) + 20i sin(z))
i
sin(5x) 5 5
= 1 1o sin(3zx) + S sin(z).

Exercice 15

1.

D’apres la formule de Moivre,

cos(4z) = Re((cos(z)+ isin(z))?)

= Re(cos*(x) + 4i cos®(x) sin(x) — 6 cos®(x) sin®(z) — 4 cos(x) sin®(z) + sin*(x))

= cos*(x) — 6cos?(z) sin®(z) + sin* (7).
D’apres la formule de Moivre,
sin(6z) = Im((cos(z) + isin(x))%)
= 6cos’(x)sin(x) — 20 cos®(z) sin®(z) + 6 cos(z) sin®(x).
D’apres la formule de Moivre,
cos(3r) = Re((cos(z) + isin(x))?)
= cos’(r) — 3cos(x)sin’(z).
D’apres la formule de Moivre,
sin(3z) = Im((cos(z) + isin(z))?)
= 3cos’(x)sin(z) — sin®(x).
D’apres la formule de Moivre,
cos(7r) = Re((cos(x) +isin(z))")
= cos’(x) — 21 cos®(z) sin?(x) + 35 cos®(z) sin*(x) — 7 cos(x) sin(x).
D’apres la formule de Moivre,

sin(7z) = Im((cos(z) + isin(x))")

= T7cos®(x)sin(x) — 35 cos?(z) sin®(z) + 21 cos®(z) sin 5(z) — sin’(z).



Exercice 16

Soit x € Retn e N.
On a

Ch(x) + S ( ZCOS (kx) +isin(kx) Ze’kx = Z (e")*,
k=0
On reconnait la somme de termes consecutlfs d’une suite geometrlque.
e Si x = 0[27], alors e = 1 donc Y, (¢™")* =n +1 d’on par identification, C,,(z) =n+1 et
Sn(z) =0.

e Supposons dorénavant que x % 0[27]. On a alors ¢ # 1 donc

Z(ezz)k _ (ew?n+ —1

e —1
k=0
ei(n+1)ac -1
iz ]

ZLﬂm(ezLﬂm _iLJrlx)

€ — € 2

e’z (e'z —e7'2)
n;rlx)

2isin(5)
n+1 )

nw . /na\\ sin("3=
= (eos () +isn () (D)

Par identification des parties réelles et imaginaires, on en déduit

;ne 20 sin(
—= e 2

n:z;> sin(“Hx)

Cy(z) = cos (— sn(2)

et S,(zr) =sin (@> %

2 2 :

Exercice 17

1. On a

> (s = 3 (3mes
~ Im (é (Z) (e“)kln_k>

= Im(1+ )™
Or, 1+ € = 2cos (%) e’z d’apres la derniere question de I'exercice 6 donc
(14 ¢e™)" = 2" cos™ (g) 't

d’ou
n

Z <Z) sin(kz) = Im <2” cos” <§) eme) — 9 g™ (g) sin (%) .

k=0
2. Soit n € N*. On a

o = S ()R 3 ()

0 0<2k<n 0<2k+1<n

_ <;€>(—1)k3k+i 3 <2kil)(—1)’“\/§2k+l.

0<2k<n 0<2k+1<n

e
Il

N



On en déduit que Z (27;) 1)¥3k = Re((1+Z\/_) ).

0<2k<n
1 3 i
D’autre part, on a 1 +iy/3 = 2 (5 + z%) = 2¢'5 donc (1 +iv/3)" = 2"e5.

Ainsi, Re((1 4+ 4v/3)") = 2" cos (n%) :

On en conclut que
n & " ( 7r>
E —3)F =9 2.
(2k>( 3) cos { ng

0<2k<n

Exercice 18
1. Calcul fait dans le poly : cos(5x) = 16 cos®(z) — 20 cos®(z) + 5 cos(z).

2. On applique la formule de la question précédente pour x = % On obtient

5 B 5(TN\ 3 < ) < T >
CcoS (10> = 16cos (10> 20 cos 10 + 5 cos 10
™y _ i 4 (l) _ 2 ( )
& cos (2> cos (10> (16 cos 10 20 cos 10 +5)

- o () =t () 5 eon () < 5
<0 16 cos (10 20 cos 10 +5 car cos 5 Oet cos 10 # 0.

Ainsi, cos? (%) est racine du trinéme 1622 — 202 + 5 de discriminant
A= (202 -4x16x5=280=(4V5)%
Onadoncco:32<1> = 20_4\/5: 5_\/5<l ou COS2<7T> = 54+ V5 >1 Or
10 32 8 2 10 8 %_ ’
T — ) >
], on a COS(lO)

T
0 < 0 < Z donc par décroissance de la fonction cosinus sur [0, §

2
cos (2) = g, d’ou par croissance de la fonction carré sur R, , cos? (%) > cos? <%> =

5

5 5
On en déduit que cos? (%) = +8\/_ puis en utilisant que cos (%) > (, on en conclut
que

COS( ): 5+\/5: 54+15
8 22

sl



