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Exercice 1 : Similitudes du plan complexe

1. (a) Soient A et B deux points de R?, soient z4 et zp leurs affixes respectives. Soient A’
et B’ les points du plan d’affixes s(z4) et s(zp).
On a alors

A'B' =s(25) — s(2a)| = l(az5 +8) — (024 + )] = la(zp — 24)| = lall25 — 24

donc | A'B’ = |a|AB.
Par ailleurs,

(AB, AB) = arg (2220 o) < g (22 =2 ) o

ZB — %A ZB — %A

donc (1@/,A\’—>B’) = arg(a)[27].

(b) Avec les mémes notations qu’en question précédente, on a

—

(B, 4T = ang (S5 ) por] = g (42024 ) (o] =g (22224 ) o

s(zp) — s(za) a(zp — z4) 2B — ZA

— = —
dou | (AB, AC") = (AB, AC)[2n).
(c) Soit 2’ € C. Cherchons les z € C tels que s(z) = 2'. On a

!/
Z'—b
s(z)=2eaz+b=2z= ,
a

/!

ce qui est possible car a # 0. Ainsi, est 'unique antécédent de 2’ par s. Tout

z' € C admet un unique antécédent par s donc| s est bijective | de bijection réciproque

C — C
s z b
z o ===
a a
: N : 1 b 1
C’est bien une similitude directe (car — € C* et -— € C) de rapport |—| = m et
a a a a

1
d’angle arg (—) = —arg(a)[27].
a

(d) Soit t:z— d'z+ b, 0oud € C*et &Y € C. Lapplication ¢ est une similitude directe
de rapport |a’| et d’angle arg(a’)[27].
On a pour tout z € C :

sot(z)=s(dz+V)=aldz+V)+b=adz+ab +b.

Puisque a # 0 et @/ # 0, on a bien aa’ # 0 et (ab/+b) € C donc | s o t est une similitude directe |
de rapport |aa’| = |a| x |d’| et d’angle arg(aa’) = arg(a) + arg(a’)[27].
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(e)

(d)

On suppose désormais que a # 1. Soit w € C. On a les équivalences suivantes :

sw=wewtb=we (l-aw=0 w= N , ce qui est possible car

1 —a # 0 puisque a # 1.

b
La similitude directe s admet donc bien un unique point fixe qui est |w = 1 .
—a

On a alors pour tout z € C,s(z) —w = s(z) — s(w) = az+b— (aw + b) = az — aw

d’ou |pour tout z € C, s(2) —w = a(z — w).

On a les équivalences suivantes : pour tout z € C,

u(z) = s(z) @ u(z) = s(z) & s(z) =az + b,
ce qui équivaut a pour tout z € C,s(z) = az + l_)_, ce qui est bien I'expression d’une
similitude directe puisque @ € C* (car a # 0) et b € C.
Soient A, B et C trois points du plan R? d’affixes respectives z4, zp et zc. Soient
A’ B" et C'" les points d’afixes u(z4), u(zp) et u(zc).

On a A'B" = |u(zp) — u(za)| = |s(zp) — s(z4)| = [s(zB) — s(24)| = |s(zp) — 5(24)]
ou s est la similitude directe définie a la question précédente.

Or, d’apres la question 1.a),|s(zp) — s(za)| = |@|lzp — za| = |a||zp — za| donc
A'B" = |a|AB.

Par ailleurs,

—

(AB, AC) = arg (M> 27 = arg (@) 27 = arg (ZC - ZA) 27]

u(zp) —u(za) azZp — za 2B — Za
I — e —
don|(AB, AC") = — arg (ZC ZA) 21] = —(AB, AC)[2x].
ZB — RA

Soit 2 € C. Cherchons les z € C tels que u(z) = 2’. On a

a "—b "—b 1— b
uz)=z2 < az+b="7 Pr= = <:>z:(z >::z’—(—).

a a a a

1— b
Ainsi, =2/ — (—) est I'unique antécédent de 2’ par u. Tout 2’ € C admet un unique
a a

antécédent par u donc ‘uest bijective | de bijection réciproque

C — C
ut: 1 (b)
z — —z— |-
a a

1 b
qui est bien une similitude indirecte puisque — € C* (car a € C*) et — (—) e C.
a a
Soit v:z— aZ+V, ou (a/,b) € C* x C. On a pour tout z € C:
uov(z) =u(dz+b)=adzZ+b +b=a(dz+¥V)+b=adz+all +b.

Puisque a # 0 et @’ # 0, on a a’ # 0 et aa’ # 0. Par ailleurs, al/ + b € C donc
|wo vest bien une similitude directe| de rapport |ad/| = |a|[d’| = |a||’| et d’angle
arg(aa’) = arg(a) + arg(a’)[27] = arg(a) — arg(a’)[27].
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(e)

Soit t : z +— az + 3, ou (o, B) € C* x C une similitude directe.
Alors pour tout z € C, on a

tou(z) =t(az+b) =alaz+b)+f=aaz+ab+

ottace € C* (cara # 0 et o # 0) et ab+f3 € Cdonc | o west une similitude indirecte. |

Exercice 2 : Deux équations trigonométriques

1. Par définition, on a

d’ot1, par hypothese de 1’énoncé, | e + e 4+ el = 0.

2. (a)

e + e e = cos(a) +isin(a) + cos(b) + isin(b) + cos(c) + isin(c)
= (cos(a) + cos(b) + cos(c)) + i(sin(a) + sin(b) + sin(c))

En factorisant par e dans I’égalité obtenue en question précédente, on trouve

eia + eib + eic — 0 6ic(ei(a—c) + 6i(b—c) + 1) = 0.

Or, €' # 0 donc on en déduit, avec les notations de I’énoncé, que |1 + e + ¢ = 0.

En prenant la partie imaginaire de 1’égalité obtenue en question précédente, on trouve

0= Im(1 + €™ + €”) = Im(e) + Im(e”?) = sin(a) + sin(p)

donc |sin(a) = —sin(f).

Par imparité de sin, ceci implique que sin(a) = sin(—fg) d'ou a = —f[27] ou a =
7w — (=P)[27], i.e. |a = =f27]oua = 7 + S[27]. |
e Si sin(f) > 0, on a bien sin(«) > 0 ou sin(g) = 0.

e Supposons que sin(f) < 0.

Si aw = — 2], alors sin(a) = sin(—pF) = —sin(f) > 0.

Si a = 7w + B[27], alors sin(a) = sin(7 + ) = —sin(5) > 0.

Dans les deux cas, sin(a) > 0 donc on a bien sin(a) = 0 ou sin(5) > 0.

Finalement, dans tous les cas, |sin(a) > 0ou sin(f8) > 0.

En prenant la partie réelle de ’égalité trouvée en question 2.a), on obtient

0 = Re(l + e + ) = 1 + Re(e) 4 Re(e™)

d’ou |1 + cos(ar) + cos(B) = 0.

D’apres la question 2.0), on a « = —f[27] ou o« = 7+ B[27]. Si on avait « = 7w+ [[27],
on aurait cos(a) = cos(m + 5) = —cos(f) donc d’apres 'égalité qu’on vient de
trouver, il s’ensuit que

0 =1+ cos(a) + cos(fB) =1 —cos(f) + cos(fB) =1,

ce qui est absurde. On a donc nécessairement | = —f[27].

Puisque o« = —f[27], on a cos(a) = cos(—f) = cos(f). D’apres la question précédente,
1

ceci implique que 0 = 1+ 2 cos(a) d’ott |cos(a) = cos(ff) = —3




D’apres 'égalité fondamentale de la trigonométrie, il vient

sin(a) = 1 — cos?(a)

&

d’ou sin(«) = iT' Or, d’apres 'hypothese faite dans 1’énoncé, sin(a) > 0 donc
(o) V3
in(a) = —.
2
3
Enfin, d’apres la question 2.b),|sin(8) = —sin(«a) = —\/7—.
Ainsi, e'* = cos(a)+isin(a) = —3 Z\/T_ = cos < 7T>+z sin <§) d'ott|e® =5 =
Puis ¥ = cos(f)+isin(3) = _§_i§ = cos < 7T)—i—z sin <§) e = = 2
En effet, d’apros la formule de Moivre, j2 = (e57)% = 2% = %"
(f) Par définition, on a €@ = ¢!(@¢) = ¢ite=ic,
Or, d’apres la question précédente, e = j donc ee™ = j d’oll |€™® = je™°
De méme, on a j2 = ¢? = ePe~ d’ou |e? = eric
(g) Pourc=0,onae“=1dole"=j=¢% etelt=j2=¢%
2m 47
En posant a = 3 et b= —, on a alors
2 4 1
cos(a) + cos(b) + cos(c) = cos <§) + cos <§) + cos(0) = —5- 3t 1=

et

sin(a) + sin(b) + sin(c) = sin (%ﬂ) + sin (%ﬂ) + sin(0) =

2 4w

Ainsi, les réels (a, b, ¢) = <?7 ER

0) conviennent.

3. On a d’apres la formule de Moivre :

621(1 + 6211) + 6220

(ez‘a)Z ‘l'( ib)2+ (ez‘c)Q

(je)?* + (j2€w) + (e)?  d’apres la question 2.f)
() (5% + 5" +1).

Or, d’apres la formule de Moivre, on a j* =

4T 4T 1
j2+j4+1:j2+j+1:e47+e%+1:—§—z’———

donc eQza 4 eZzb + 6210 =0.

On en déduit que Re(e?® + €% + %) = (), i.e.

De méme, on a Im(e?® + % 4 ¢%¢) = 0, donc

(65 )1 =" =% = j donc
3 1 3
\é— 2”\/7—“:

cos(2a) + cos(2b) + cos(2¢) = 0.

sin(2a) + sin(2b) + sin(2¢) = 0.




4. Soit n un entier naturel non divisible par 3, c’est a dire qui ne s’écrit pas sous la forme
n = 3k, pour k € N.
On a en utilisant la formule de Moivre et les questions précédentes :

eina+einb+einc — (jeic)n+(j2€ic)n+(eic)n
— eznc(l +Jn +j2n)

Il y a deux cas :

e ler cas : il existe k € N;n = 3k + 1. On a alors j* = 731 = (53)F x j.

Or, j2 = (5°)? = % =¥ = 1 donc j" = 1¥ x j = j.

Il s’ensuit que 52" = (j")? = j? donc 1 + j* + 5" = 1+ j + 52 = 0 d’apres la question
précédente, ce qui prouve que e™® 4 e 4 ¢ = (),

e 2eme cas : il existe k € N,n = 3k + 2.

On a alors j* = j%*2 = () x 2 = 1" x j> = j% et 7" = (") = (j*)* =j' = ® xj =
1% =3

Ainsi, 1 + 5" 4+ 52" =1+ j2 + j = 0, ce qui prouve que e™® 4 e + ¢nc = (),

Dans les deux cas, on a bien | e™® + ™ 4 ¢ = ().

De méme qu’en question précédente, en prenant les parties réelle et imaginaire respective-

ment, on en conclut que | cos(na) + cos(nb) + cos(nc) = 0|et|sin(na) + sin(nb) + sin(nc) = 0.

Exercice 3 : Points fixes d’une permutation

1. I1'y a n! permutations de [1,n], donc il y a ‘ n! tirages possibles. ‘

2. Dans cette question, on pose n = 4. On étudie donc les permutations de ’ensemble [1, 4].
e Soit p = 0. On cherche a calculer F(4,0), c’est a dire le nombre de permutations de
[1,4] sans points fixes. En faisant la liste des permutations possibles, on constate que
celles qui n’ont pas de points fixes sont les suivantes :

(2,1,4,3),(2,3,4,1),(2,4,1,3),(3,1,4,2), (3,4,1,2),(3,4,2,1), (4,1,2,3), (4,3, 1,2), (4,3,2,1).

Iy ena9 donc|F(4,0) =09.
e Soit p = 1. Les permutations qui possedent un seul point fixe sont les suivantes :

(1,3,4,2),(1,4,2,3),(2,3,1,4),(2,4,3,1), (3,1,2,4), (3,2,4,1), (4,1,3,2), (4,2, 1,3).

Iy en a8 donc|F(4,1) =8.
e Soit p = 2. Les permutations qui possedent exactement deux points fixes sont les
suivantes :

(1,2,4,3),(1,4,3,2),(1,3,2,4), (2,1,3,4), (3,2,1,4), (4,2,3,1).

Il y en a6 donc | F(4,2) = 6.

e Soit p = 3. Si une permutation possede 3 points fixes, nécessairement le 4éme point
sera également fixé. Il ne peut donc pas exister de permutation de [1,4] qui possede
exactement 3 points fixes.

Ainsi, | F'(4,3) = 0.
e Enfin, pour p = 4, la seule permutation qui possede 4 points fixes est la permutation
(1,2,3,4) donc | F'(4,4) = 1.

On remarque qu’on a bien épuisé toutes les permutations possibles puisque

F(4,0) + F(4,1) + F(4,2) + F(4,3) + F(4,4) = 24 = 4!,
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3. La seule permutation qui possede n points fixes est la permutation (1,2,3,...,n) donc
F(n,n)=1.
Comme expliqué a la question précédente, des lors qu’'une permutation admet n—1 points

fixes, le dernier point est lui-méme nécessairement fixé également donc il n’existe pas de
permutation qui admette exactement n — 1 points fixes.

Ainsi, | F(n,n—1) =0.

4. Notons A I'ensemble des tirages possibles. D’apres la premiere question, card(A) = n!.

Pour tout k € [0,n], notons A, , 'ensemble des tirages admettant exactement k points
fixes. Par définition, pour tout 0 < k < n, on a card(4,x) = F(n, k).
Puisque tout tirage admet un et un seul nombre de points fixes, on a I'union disjointe

A= |i| An
k=0

donc card(A) = Z card(A, ) d’ou
k=0

5. Soit k € [0, n].
Dénombrons le nombre de tirage de n boules qui possedent k points fixes.
e Tout d’abord, on choisit les k points fixes : il y a (Z) possibilités.

e Ensuite, il faut permuter les n — k entiers restants sans point fixe, pour ne conserver
que k points fixes au total. Cela revient donc a dénombrer le nombre de permutations de
n — k éléments sans points fixes : il y a donc w,,_j possibilités.

Au final, il y a donc (Z) w,_ tirages qui possedent exactement k points fixes donc

Yk € [0,n], F(n, k) = (Z) W

6. On a

zn: W B l n! "
Bl =k nl =kl — k)"

1 n ) ? > : 7/ 7/
R Z F(n,i) d’apres la question précédente
1=0

n!
— d’apres la question 4
n!

1



donc

iL .
— kl(n — k)!

n+1
N . ;. Wik N
7. (a) D’apres la question précédente, on a ———— =1dou
; El(n+1—k)!

- Wi Wnt1
+ ~1
kz:%k!(n—i—l—k)! (n+1)!

ou encore

Wn+1 1 _
(n+1)! Zn—i—l— MR

W, "L (=1)k
(b) Montrons par récurrence forte que pour tout n € N, — = E u
n! k!

k=0

e Initialisation : pour n = 0,wy = F'(0,0) = 1 par définition donc C& =1.

0
-1
D’autre part, Z ( A

0
On a donc b1en — Z , ce qui prouve la propriété au rang n = 0.

k .
w —1)
e Hérédité : soit n € N. On suppose que pour tout k € [0, n], _]; = g ( .') )
! 7!
i=0

Wn+1 - <_1)k
Montrons que (nt 1)1 = kZ:O o

En utilisant la question précédente puis I’hypothese de récurrence forte, on a

n

Wn+1 Wi
o = 1 — v
(n+1)! ; (n+1—k)k!
n k i
g 1—
N Z

n

- 1_Z:(n%—l—

k_

:1_i L 1<1> (b

(n+1—-kl= i “~ (n+1—Fk)k!

FA

k=0

~.

k-1

. -1 .
1 7 —1)¢
Dans la premiere somme, si k = 0, alors la somme E ) = E ( S ) est nulle
7!

/‘\

donc on peut faire partir la premiere somme de k = 1 puis on falt le changement
d’indice 7 = k — 1. Dans la deuxieme somme, on va ajouter et soustraire le terme



d’indice n + 1 pour faire apparaitre un binome de Newton. On obtient donc

n k—1 ; n+1
Gy Z 1y
(n+1)! p (n+1— k)l = (n+1—k)!k! (n+1)!
n—1 i . n+1
1 (—1) (n+1)! L (=1t
;(n—j)!; il n—l—l'Z (n+1—Fk 'k:!( ) +(n+1)!
(1) w,
Par hypothese de récurrence, on a pour tout j € [0,n — 1], Z = —f donc en
— ! g!

remplagant dans la premiere somme, on obtient :

Wn+1 — 1 o nt+l— (‘1)n+1
eI Sy TR VDO (M I GV

“n ! (1—1)"* + (=1 (en appliquant la question précédente a 1)
= — — — ~————(en iquan uestion pr nte an —
nl (n+ 1) CEE d P
~(=D* (=" ST \ ,
= Z + (en utilisant I'hypothese de récurrence)
k! (n+1)!
B k!
k=0

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Ainsi, on a bien montré que

Wn - (_1)k
Vn € N, m = Z .

k!
k=0

Remarque : on a utilisé la formule de la question précédente au rang n — 1, ce qui
peut poser probleme si n = 0. Mais dans ce cas, on a w; = 0 (en effet, il n’existe pas
de tirage d’une seule boule sans point fixe) et on a bien

i(_kll)k:1—1:o.




