Equations différentielles linéaires simples

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel.

Une équation différentielle linéaire est une équation qui relie une fonction y : I — R et ses
dérivées successives de la forme :

y () + an-1 )y I @) 4 ax()y" (1) + ar(y' (1) + ao()y(t) = f(2),

ou pour tout ¢ € [0,n — 1], a; est une fonction continue sur I et f est une fonction continue sur
I appelée le second membre de I’équation.

9.1 Equations du premier ordre

Dans cette section, on s’intéresse aux équations différentielles linéaires d’ordre 1, i.e. des
équations de la forme

y'(t) +at)y(t) = £(1),

ou a et f sont des fonctions continues sur I. La fonction f est appelée le second membre de
I’équation.

Résoudre une telle équation revient a trouver les fonctions y : I — R dérivables sur I qui
vérifient cette équation.

9.1.1 Equation homogeéne associée

Définition 1: Equation homogeéne associée

Soit (E) : ¢/ (t) + a(t)y(t) = f(t) une équation différentielle linéaire du premier ordre ou
a et f sont des fonctions continues sur I.
On appelle équation homogene associée a I’équation (E) 1’équation

(H) : y/(£) + a(t)y(t) = 0.




BCPST1 Lycée Fénelon

Théoreme 1: Résolution d’une équation différentielle linéaire homogeéne du

premier ordre

On considere une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre

(H) : y/(t) + a(t)y(t) =0,

ou a une fonction continue sur I.
Soit A une primitive de a sur I.
L’ensemble des solutions y de (H) sur I est

Sy = {t— y(t) = re 4D AR

Remarque 1. e L’existence d’une primitive de a sur I est assurée par le théoreme fondamental
de 'analyse, puisque a est continue sur I.

e [’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre
est donc infini.

Démonstration. Raisonnons par double inclusion.
e Montrons que {t — y(t) = Xe 2D X e R.} C Sy.
Soit A € R, soit y : t — e 4" dérivable sur I.

On a pour tout t € I,

Y () + a)y(t) = =AA' ()e 2@ 4 Aa(t)e D = —Xa(t)e 4D 4+ Aa(t)e AW =0

donc y est solution de (H).
On a donc bien montré l'inclusion {t — y(t) = Ae 4B X e R.} C Sp.
e Montrons que Sy C {t — y(t) = e 4B A e R.}.
Soit y € Sy. Pour tout t € I, on a y'(t) = —a(t)y(t).

Posons z(t) = y(t)eA®. La fonction z est dérivable sur I comme produit de fonctions
dérivables sur I et on a pour tout ¢t € I,

Z/(t) = y/(t)eA(t) + y(t)A’(t)eA(t) — —a(t)y(t)eA(t) + y(t)a(t)eA(t) —0
donc la fonction z est constante sur 1.
Ainsi, il existe A € R tel que pour tout t € I, z(t) = A, i.e. y(t)eA(t) — \ d'on y(t) = Ae—AM)

On a donc bien montré l'inclusion Sy C {t — y(t) = e 4B X e R.}.
Finalement, Sy = {t — y(t) = Xe 2D X e R.}. [ |

Remarque 2. Rappelons les primitives usuelles :
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’ f(z) | F(z) Domaine
a,a € R ax R
I
e (a #0) —e R
a
1
— 1 R*
; il(lﬁ!)
- _b
pr aln(!ax—l—b\) R\ {-2
xa+1 RsiaeN,
% a# —1 R* sia€Z\N,
a+1 R7 si €R\Z
In(z) xln(z) —x R%
1
* R 1 * R
a®, a € RY\ {1} ln(a)a
1
cos(ax +b), (a,b) € R* xR | —sin(ax + b) R
a
1
sin(az +b), (a,b) € R* xR | ——=cos(azx + b) R
a
1 m T
— t ——+4kr,—+knl,keZ
co2(2) an(x) kLéJZ] 5 ThT S+ |,k €
tan(z) ~In(jeos(@)]) | J]- g +k, g V‘Ekr[keZ
I keZ
e arctan(z) R

Enfin, le tableau suivant s’obtient en utilisant la formule de dérivation d’une composée de

fonctions dérivables.

Soit u : I — R une fonction dérivable sur /. La troisieme ligne est valable si u(I) C R* et

la quatrieme si u(l) C R%.

Fonction Primitive
u'et e
I
/ n’ cZ -1 n+1
u'u, n / \ {—1} Y
u
— 1
: u(ju)
u
— 2
N vu
u' sin(u) —cos(u)
u’ cos(u) sin(u)

Exemple 1. e Si g est une constante réelle, les solutions de I’équation homogene

(H) 3/ (t) + ay(t) =0

sur R sont les fonctions de la forme y(t) = Ae™%, o1 X € R.

En particulier, les fonctions dérivables sur R égales a leur dérivée vérifient pour tout réel
ty/(t) = y(t), ie y'(t) —y(t) =0.

Ce sont donc les fonctions de la forme y(t) = Xe?, ot A € R.

e Les solutions sur R de I'équation (H) : y/(¢) + ty(t) = 0 sont les fonctions de la forme
y(t) = )\e_é, ou A € R.

e Les solutions sur | — 7, 7|

2 de Péquation (H) : y/'(t) + tan(t)y(t) = 0 sont de la forme
y(t) = Neln(lcos(®)]) — )\| COS(t)|

Acos(t), ou A € R.
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9.1.2 Résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre

Théoreme 2: Structure des solutions d’une équation différentielle linéaire du

premier ordre avec second membre

Soit (E) : y'(t) + a(t)y(t) = f(t) ot a et f sont des fonctions continues sur I.
Soit A une primitive de a sur I.

Soit ¥, une solution particuliere de (E) sur 1.

L’ensemble des solutions y de (E) sur I est

Sg = {t — y(t) = Xe™® £y, (1), X € R}.

Autrement dit, ’ensemble des solutions de (F) est la somme d’une solution générale de
I’équation homogene associée et de la solution particuliere y,,.

Démonstration. On a les équivalences suivantes :

y—ypeSu & Vtel,(y—yy){t)+alt)(y—yy)(t) =0
& y'(t) —yp(t) +a(t)y(t) — a(t)yy(t) =0

& Y1) +alt)y(t) = y,(t) + a(t)yp(t)
& Y (t)+alt)y(t) = f(t) cary, € Sp
& y e Sg.

Finalement, on a montré que
yeSp e y—yp €Sy INERVEE Lyt)—y(t) = Ae O o IN e RVt € I,y(t) = Ae 2Dy, ().
|

Remarque 3. e En particulier, y est solution de (E) si et seulement si y — y, est solution de
(H).

e Pour résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre, il est donc
nécessaire de résoudre ’équation homogene associée puis de trouver une solution particuliere a
I’équation avec second membre. Pour cela, plusieurs méthodes sont possibles.

Exemple 2. Dans le cas ou a et f sont constantes, on a une équation sur R de la forme
(E) : y/(t) + ay(t) = b, ou (a,b) € R

e Sia =0, on a pour tout ¢t € R,3/(t) = b, ce qui implique qu’il existe A € R, tel que pour
tout t € R, y(t) = bt + \.

e Supposons que a # 0.

Les solutions sur R de 1’équation homogene (H) : y/'(t) + ay(t) = 0 sont les fonctions de la
forme y(t) = Ae™%, o1 X € R.

Ensuite, on cherche une solution particuliere y, constante.

On trouve alors pour tout ¢t € I,y,(t) = —.
a

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont

Sg = {tr—>y(t) = )\e_at—i—z}.

Il n’est pas nécessaire que a et f soient constantes pour chercher des solutions particulieres
constantes.
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Exemple 3. Soit (E) : y/(t) + ty(t) = t. On constate que la fonction constante égale & 1 est
une solution particuliere de (E) sur R.

Néanmoins, dans la plupart des cas, il n’existe pas de solution constante et il faut chercher
des solutions particulieres en employant la méthode de variation de la constante.

9.1.3 Méthode de variation de la constante

Expliquons le principe de la méthode de variation de la constante.
Soit (E) : y/'(t) + a(t)y(t) = f(t), ol a et f sont des fonctions continues sur I.
e On commence par résoudre (H) : y'(t) + a(t)y(t) = 0 'équation homogene associée a (E).
Soit A une primitive de a sur I. Alors les solutions de (H) sur I sont
Sy = {t — y(t) = xe @ X e R}.
e On cherche ensuite une solution particuliere y, de (E) sur I sous la forme

yp(t) = At)e™ 4,

ot A : I — R est une fonction de classe C' sur I & déterminer. Autrement dit, on reprend la
solution générale de Sy et on fait < varier la constante >.
On a alors les équivalences suivantes :
yp est solution de (E)surl <Vt e I,y,(t) + a(t)yy(t) = f(t)
e Viel,(Nt)— AL +a®)A()e™D = f(b)
& Ve ILN(t) = f(t)ed®.
Puisque la fonction t — f (t)eA(t) est continue sur I, elle admet une primitive B sur I, ce qui

permet de déterminer que pour tout ¢ € I, A\(t) = B(t) + A, ou A € R.
On obtient donc ¥, a savoir que pour tout ¢ € I,

up(t) = MB)e D = (B(1) + M)e 0 = A=A 4 B(1)e~ 0.

En fait, on retrouve 'ensemble des solutions de (F), a savoir la somme de la solution générale
de Sy et d’une solution particuliere de (E), en I'occurrence t — B(t)e=4®) ici.

Remarque 4. Cette méthode justifie également qu’il existe effectivement toujours des solutions
aux équations différentielles linéaires d’ordre 1.

1
Exemple 4. Soit (E) : y/'(t) + Ey(t) = €' sur R%.
1
e L’équation homogene associée est (H) : y/(t) + ;y(t) = 0.

La fonction In est une primitive de ¢ — — sur R* donc les solutions de (H) sur R sont

A
les fonctions de la forme y(t) = Ae™ ") = T
A
Ainsi, Sy = {t — y(t) = ?,)\ € R} )
: N Alt) .
e On cherche une solution particuliere y, de (E) sur I sous la forme y,(t) = — ot A est

une fonction de classe C! sur R%.
On a alors les équivalences suivantes :

1
yp est solution de (E)surl <« VYt e RY,y,(t) + gyp(t) =e
S N AR A
& Ve RY, PR + 12 =e
& VEeRLN(t) =te.
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Il s’agit désormais de trouver une primitive de t — te? sur R .
t
Soit F :t —> / ze®dx. D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, la fonction F' est
1

l'unique primitive de ¢t — te! sur R qui s’annule en 1.
Soit t > 0. On obtient au moyen d’une intégration par parties

t
F(t) = [ze®]} —/ e“dr =te! —e—[e"]} =te' —e—e' +e=c'(t —1).
1

Il existe donc A € R tel que pour tout ¢ > 0, \(t) = e (t — 1) + .
- A1
Ainsi, pour tout t > 0,y,(t) = " +e T

Les solutions de (£) sur R* sont donc

-1
SE:{t}—>y(t):;\+ettt ,)\ER}.

9.1.4 Principe de superposition

Le principe de superposition est une méthode complémentaire de la méthode de variation
de la constante pour trouver une solution particuliere a une équation différentielle lorsque son
second membre est une somme de fonctions.

Proposition 1: Principe de superposition

n
Soit (E) : y'(t) + a(t)y(t) = Z fr(t), ou les fonctions a, f1, ..., f, sont continues sur I.
k=1
Pour tout k£ € [1,n], on note y; une solution particuliere sur I de I’équation
(Er) /() + a(®)y(t) = fi(®).
n

Alors la fonction y, = Z yi est une solution particuliere de (E) sur I.
k=1

Démonstration. Par hypothese, on a pour tout k € [1,n] et pour tout ¢t € I,

Ye(t) + a(t)ye(t) = fr(t).

La fonction y, est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I et on a pour
tout t € I,

n n

yp(t) + a(®)yp(t) = D (yh(t) + a()yr(t) = D fr(t),

k=1 k=1
donc y, est bien solution de (E) sur 1. [ |

1 1
Exemple 5. Résolvons (F) : y/(t) + Ey(t) =el+ S sur R*.
e L’équation homogene associée est (H) : y/(t) + Zy(t) = 0 et on a vu que ses solutions sur
R% sont \
Sy ={t—y(t) = ?,)\ER}.

e On a vu qu'une solution particuliere de (F7) : y/(t) + gy(t) = ¢! sur RY était la fonction

t—1
Y1 t— el .

Année 2024-2025 6 /15 Alex Panetta



BCPST1 Lycée Fénelon

1 1
e L’équation (Es) : y'(t) + Ey(t) =3 admet comme solution particuliere sur R* la fonction
19 constante égale a 1.
D’apres le principe de superposition, la fonction y, = y1 + yo définie pour tout ¢ € R’ par

-1

yp(t) e + 1 est une solution particuliere de (E).

Ainsi, 'ensemble des solutions de (E) sur R% est

=1

SE:{ti—>y(t):/\+€

7 —I-l,)\ER.}

9.2 Equations du second ordre

Dans cette section, on s’intéresse aux équations différientielles linéaires d’ordre 2 de la forme

ay”(t) + by’ (t) + cy(t) = f(t),

ott (a,b,c) € R3 avec a # 0 et f est une fonction continue sur l'intervalle 1.

Résoudre une telle équation revient a trouver les fonctions y : I — R deux fois dérivables
sur I qui vérifient cette équation.

On peut remarquer que si ¢ = 0, ¢’est une équation du premier ordre en /.

9.2.1 Equation homogene associée

Définition 2: Equation homogéne associée

Soit (E) : ay” (t)+by'(t)+cy(t) = f(t), out f est une fonction continue sur I et (a, b, c) € R3
avec a # 0.
On appelle équation homogene associée a I’équation (E) I’équation

(H) :ay”(t) + by (t) + cy(t) = 0.

Afin de résoudre une équation différentielle linéaire homogene de second ordre a ceefficients
constants, on aura besoin de quelquess connaissances élémentaires sur la dérivation de fonctions
a valeurs complexes.

Si f: I — C est une application a valeurs complexes, alors pour tout ¢ € I,

f(t) =Re(f(t)) +ilm(f(1)).
On définit alors sur I les fonctions a valeurs réelles

Re(f) :t — Re(f(t)) et Im(f):t+—— Im(f(2)).

Définition 3: Dérivation d’une fonction & valeurs complexes

Soit f : I — C une application.
On dit que f est dérivable sur I si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont et dans ce cas, on
note pour tout ¢t € I,

F1(t) = Re(£))'(£) + i(Tm(f))"(t).
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Proposition 2

Soit o € C. On considere la fonction

fao: R — C

7o

La fonction f, est dérivable sur R et on a pour tout ¢t € R,

fr(t) = e,

a

Démonstration. Notons « = a + ib avec (a,b) € R2. Alors, pour tout ¢ € R,

Falt) = et = catei®t — (e cog(bt)) + i(e™ sin(bt)),

donc pour tout t € R, Re(f(t)) = e cos(bt) et Im(f(t)) = e sin(bt).

Les fonctions Re(f) et Im(f) sont dérivables sur R donc f est dérivable sur R et on a pour
tout t € R,

f1®) = (Re(f)'(t) +i(Im(f))"(2)
= (acos(bt) — bsin(bt))e® + i(asin(bt) + bcos(bt))e™

= (a+ib)(cos(bt) + isin(bt))e™

— aezbt eat

ae(a-i—ib)t

= ae™.

Remarque 5. Ainsi, si & # 0, une primitive sur R de la fonction ¢t — e* est la fonction
at

t— —.
e
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Théoréme 3: Résolution d’une équation différentielle linéaire homogéne du

second ordre a ccefficients constants

On considere une équation différentielle linéaire homogene du second ordre a ceefficients
constants
(H) : ay"(t) +by'(t) +cy(t) =0

ot (a,b,c) € R? avec a # 0.
On appelle équation caractéristique associée a cette équation homogene 1’équation

(EC) :ar® +br+c=0.

On note A = b? — 4ac le discriminant de (EC).

1. Si A > 0, on note 7 et 73 les deux racines réelles distinctes de (EC'). L’ensemble
des solutions de (H) sur I est alors

S = {t — y(t) = M + Xae™t (A1, Ao) € R?}.

2. Si A = 0, on note r la racine double réelle de (EC'). L’ensemble des solutions de
(H) sur [ est alors

Si={t — y(t) = A+ ut)e™, (A, u) € B2},

3. Si A <0,onnoter; =a+if et ry = a—if3, avec (a, ) € R? les racines complexes
conjuguées de (EC). L’ensemble des solutions de (H) sur I est alors

Sy = {t — y(t) = e**(Acos(Bt) + psin(Bt)), (A, u) € R?}.

Démonstration.

1. On suppose que A > 0. On note 71 et ry les deux racines réelles distinctes de (EC), i.e.
arf +bri +c=0et ar3 +bry+c=0.

e Montrons que {t — y(t) = A"t + Xge”!, (A1, Xo) € R?} C Sy.

Soient (A1, X2) € R2. Soit 3 : t — Aje™! + Age”!. La fonction y est deux fois dérivable
sur I et on a pour tout t € I,

ay”(t) + by (t) + cy(t) = a()qr%e”t + )\gr%e”t) + b(A1r1e™ + Aarge™t) 4 c(Are”t + Age™h)
(ar? + bry + )X 1™ + (ar3 + brg + ¢) Age™?t
= 0

donc y € Sy, ce qui prouve I'inclusion {t — y(t) = A\e™! 4+ Aae™t, (A1, \2) € R%} C Sy.
e Montrons que Sy C {t — y(t) = A1e"! + Age™!, (A, Xo) € R},

Soit y € Spy.

Montrons qu'il existe (A1, A2) € R? tel que pour tout t € I,y(t) = Aje™t + Age™t.

Posons pour tout ¢ € I, 2(t) = y(t)e~"!. La fonction z est deux fois dérivable sur I comme
produit de fonctions deux fois dérivables sur 1.

Ainsi, pour tout t € I,

y(t) = 2(t)e™,y (1) = (2/(8) + riz(t)e™ y" (t) = (2"(8) + 212 (1) + ri=(t))e™".
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On a alors les équivalences suivantes :

yeSy & Vtel,ay'(t)+by'(t)+cy(t) =0
& Vtel, (a2'(t) + (2ar +b)2'(t) + (ar? 4+ bry 4+ ¢)z(t))e™t =0
& Vtel a2’ (t)+ (2ar; +0)2'(t) =0
2ary+b

& NERVEe,Z({t) =X o !
—b— VA . b+ VA

Or, si on note r = —5n et 7o 5 ,2ar1 +b = —VA = 0 donc on obtient
a a

a _ 2ary+b
a

3 R2 ILz(t)= - A0——
y €Sy & 3IAp) €REVEE L 2(t) = —Ag e

Ly,

Ainsi, puisque pour tout t € I,y(t) = z(t)e"!, on obtient pour tout ¢ € I,

a _2a'r1+b a _ar1+bt a

t) = *)\7 a t rit — —)\7 a r1t — 7)\ (—Tl—g)t rlt.
y(®) ( 2ary + b6 + H) c 2ar, + be the 2ar1 + b6 the

b
Or, r; + 79 = ——, donc rg = —r; — —. Ainsi, pour tout ¢t € I,
a a
y(t) = -\ a emt + 'uemt‘
2ar1 + b

En posant Ay = pet Ao = —\ , on trouve que pour tout t € I, y(t) = Aje"t+ e,

a
2ar1 + b
On a donc bien montré I'inclusion Sy C {t — y(t) = A\1e™ !+ Aae™t, (A1, A2) € R?}, d’olt
finalement 1'égalité Sy = {t — y(t) = A\1e"f + Xae™t (A1, \g) € R?}.

2. On suppose que A = 0. On note 7 la racine double de (EC), i.e. ar® +br +c = 0, et
b
r=—— d’ou 2ar + b= 0.
2a

e Montrons que {t — y(t) = (A + pt)e™, (\, u) € R?} C Sy.

Soient (A, i) € R2. Soit 4 : t — (A + ut)e™. La fonction y est deux fois dérivable sur I et

on a pour tout t € I,y (t) = (u+ Ar + prt)e™, y"(t) = 2ur + Ar? + prt)e™.

Ainsi, pour tout t € I,

ay”"(t) +by'(t) +cy(t) = [Mar® +br + ) + p(2ar + ar’t + b+ brt + ct)]e’

= ((ar® 4+ br 4 o)t + 2ar + b)ue"
=0

donc y € Sy, ce qui prouve l'inclusion {t — y(t) = (A + ut)e™, (A, u) € R?} C Sy.

e Montrons que Sy C {t — y(t) = (A + ut)e™, (A, n) € R?}.

Soit y € Sg.

Montrons qu'il existe (A, i) € R? tel que pour tout t € I,y(t) = (A + ut)e™.

Posons pour tout ¢ € I, 2(t) = y(t)e . La fonction z est deux fois dérivable sur I comme
produit de fonctions deux fois dérivables sur I.

Ainsi, pour tout t € I,
y(t) = z(t)e™y (8) = (2'(8) + r2(t)e’, " () = (2"(t) + 2r2' (1) + r?2(t))e™.
Comme précédemment, on obtient I'équivalence
yeSy & Vtel,a'(t)+ (2ar +b)2'(t) =0
& vteLZ't) =0
& JueRVte L (t)=p
e I\ p) eREVEC T, z=\+ put.
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Ainsi, pour tout t € I,y(t) = z(t)e™ = (X + ut)e™, ce qui prouve I'inclusion
S C{t —y(t) = A+ pt)e”™, (A, p) € R?}.

Finalement, on a bien I'égalité Sy = {t — y(t) = (A + ut)e, (A, ) € R?}.
3. On suppose que A < 0 et on note 71 = a +if et ro = a — i3 avec (a, 3) € R? les racines
complexes conjuguées de (EC).

En vertu de la proposition précédente et de la preuve faite dans le premier alinéa, on
montre de méme que y € Sy si et seulement si il existe (A1, \a) € C2, tels que pour tout
teIy(t) = Ae"t + \ae™t € R.

Il s’agit donc de trouver les couples (A1, A2) € C2 tels que pour tout ¢ € I,
y(t) = Ae™t + Mge! € R.

On a les équivalences suivantes :

Vtel,y(t) eR & Vtel,y(t)=y(t)
& Vte I et 4+ \ae™t = Nent 4 \ger2t
Wt € I, (e + e P1)e = (NP 4 Apei00)c"
Vt € I, \eP 4 Mge P = Npe P 4 Nge
Vi e I, (A — X)ePt = (A] — Ap)e !
& Vtel, (A —X)e?Pt =X — .

t o0

Puisque le membre de droite est constant, il en est de méme du membre de gauche.

Or, B # 0 car rq et ro ne sont pas réels. Dans ce cas, si I n’est pas un singleton, le membre
de gauche est constant si et seulement si A7 — Ao = 0 d’ou A\; = Ag, i.e. Ay = Aq.

Ainsi, pour tout t € I,

y(t) — )\16T1t _{_)\7167"215
eat()\leiﬁt + Tlefiﬁt)
(X1 (cos(Bt) + isin(Bt)) + A1 (cos(Bt) — isin(B)))
(X1 (cos(Bt) + isin(Bt)) + A1 (cos(Bt) — isin(Bt)))
(
(

(A + A1) cos(Bt) +i(Ay — M) sin(Bt))

e (2Re(\1) cos(Bt) — 2Im(\;) sin(j3t)).

En posant A = 2Re(A\1) € R et p = —2Im(\;) € R, on a bien pour tout ¢t € I,
y(t) = e (N cos(Bt) + psin(Bt)).
|

Exemple 6. e Résolvons sur R I'équation différentielle (H) : 3" (t) — 5y/(t) + 6y(t) = 0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 — 5r + 6 = 0 et elle admet deux racines
réelles distinctes, r{ = 2 et ro = 3.
L’ensemble des solutions de (H) sur R est donc

Su = {t — y(t) = Me* + Xae™, (A1, Ag) € R*}.

e Résolvons sur R 'équation différentielle (H) : y"(t) — 4y/'(t) + 4y(t) = 0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 — 4r + 4 = 0 et elle admet une racine
double, r = 2.
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L’ensemble des solutions de (H) sur R est donc
S = {t— y(t) = A+ pt)e?, (A, ) € B2},
e Soit w € R% . On cherche a résoudre sur R I’équation de I'oscillateur harmonique
(H) :y"(t) +w?y(t) = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : 2 4+ w? = 0 et elle admet deux racines complexes
conjuguées, r; = iw et 1y = —iw.
L’ensemble des solutions de (H) sur R est donc

Sy = {t — y(t) = Acos(wt) + psin(wt), (\, ) € R?}.

9.2.2 Résolution d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coef-
ficients constants avec second membre non constant

Théoréeme 4: Structure des solutions d’une équation différentielle linéaire se-

cond ordre a ccefficients constants avec second membre non
constant

Soit (E) : ay”(t) +by'(t) + cy(t) = f(t), ou (a,b,c) € R® avec a # 0 et f est une fonction
continue sur 1.

Soit ¥, une solution particuliere de (E) sur 1.

Soit (H) : ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0 'équation homogene associée.

Alors y est une solution de (E) si et seulement si y — y,, est une solution de (H) sur I.
Ainsi, il existe yg € Sy tel que y = yg + yp.

Remarque 6. A l'instar des équations du premier ordre, ’ensemble des solutions de (E) est
la somme des solutions générales de (H) et d’une solution particuliere de (E).

Démonstration. Soit y une fonction deux fois dérivable sur I.
Puisque y, est une solution particuliere de (E), on a pour tout ¢ € I,

ay, (t) + by, (t) + cyp(t) = (1)
On a alors les équivalences suivantes :

yeSp & Vtel,ay'(t)+by(t) +cy(t) = f(t)
& Vtelay"(t) + by (t) + cy(t) = ay, (t) + by, (t) + cyp(t)
& vtelaly —yp)"(t) +b(y —yp) (t) + cly — yp)(t) =0
< y—yp €S,

ce qui implique qu’il existe yy € Sy tel que y =y + yp. |
Comme pour les équations du premier ordre, la difficulté est donc de trouver une solution
particuliere. On peut I'intuiter dans certains cas.

1. Si on souhaite résoudre une équation de la forme
ay”(t) + by (t) + cy(t) = P(t)e™,

ol P est un polynome de degré n et o un réel, on cherchera une solution particuliere sous
la forme y(t) = t™Q(t)e* ou Q est un polynéme de degré n et m est la multiplicité de o
en tant que racine de I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 (m peut donc valoir 0, 1
ou 2).
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2. Si on souhaite résoudre une équation de la forme
ay”(t) + by (t) + cy(t) = Acos(wt) ou ay”(t)+ by (t) + cy(t) = Asin(wt),
on cherchera une solution particuliere sous la forme
y(t) = Acos(wt) + psin(wt)
si iw n’est pas racine de I’équation caractéristique, et sous la forme
y(t) = t(Acos(wt) + psin(wt))
si iw est racine de I’équation caractéristique.
Exemple 7. 1. Résolvons sur R ’équation différentielle
(E) = y"(t) + 5y (t) + 6y(t) = te .
Commencons par résoudre ’équation homogene associée
(H) :y"(t) + 5y'(t) + 6y(t) = 0.

L’équation caractéristique r2 + 5r + 6 = 0 admet deux racines distinctes, —2 et —3 donc
I’ensemble des solutions de I’équation homogene sur R est

S ={t — y(t) = e + Aae™, (A1, \2) € R?}.

Le second membre est de la forme P(t)e® avec P un polynome de degré 1 et a = —2 qui
est une racine simple de ’équation caractéristique.

On cherche donc une solution particuliere sous la forme
y(t) = t(at +b)e ™ = (at® + bt)e *.
On a alors pour tout ¢t € R,
Y (t) = (—2at® — 2bt + 2at + b)e 2t = (—2at® + 2(a — b)t + b)e %
et
Y (t) = (4at® — 4(a — b)t — 2b — dat + 2(a — b))e 2" = (4at?® + (4b — 8a)t + 2a — 4b)e™ 2.
Ainsi, on a les équivalences suivantes :

vt € R,y (t) + 5y (t) + 6y(t) =te ™ < VteR,2at+2a+b=t

o 2a =1
2a+b = 0

1
d’oﬁazietb:—l.

—2t

La fonction ¢ — y(t) = (3t> — t)e 2! est donc une solution particuliere de (E) sur R.

L’ensemble des solutions de (F) sur R est donc

1
Sg = {t — y(t) = e ? + hge ¥ + (§t2 —t)e ¥, (A1, A2) € R?}.
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2.
Résolvons sur R I'équation différentielle :

' (8) + 24/ () + y(t) = cos(2).

Résolvons d’abord 1’équation homogene (H) : y"(t) + 2y'(¢t) + y(t) = 0. L’équation ca-
ractéristique 72 + 2r + 1 = 0 admet une racine double qui est —1 donc les solutions de (H)
sont

{t—y(t) = A+put)e}.
Le second membre est de la forme cos(wt) avec iw qui n’est pas une racine de 1’équation
caractéristique. On cherche donc une solution particuliere de (E) sous la forme

y(t) = acos(2t) + bsin(2t).

On a alors pour tout ¢ € R ¢/ (t) = —2asin(2t) +2bcos(2t) et y”(t) = —4a cos(2t) —4bsin(2t).
Ainsi,

Vvt € R,y () + 29/ (t) + y(t) = cos(2t) & VteR, (—3a + 4b) cos(2t) 4+ (—3b — 4a) sin(2t) = cos(2t).

Pour ¢t = 0, on obtient —3a +4b =1 et pour t = Z, on obtient 3b + 4a = 0.
3 L 4 -3
Ainsi, a = _Zb et en injectant dans la premiere équation, on trouve b = %5 d’ou a = %5
3 4
La fonction t — y(t) = —3F cos(2t) + % sin(2t) est donc une solution particuliere de (F).

L’ensemble des solutions de (F) sur R est alors

{t s y(t) = (A +pt)e "t — 23—5 cos(2t) + % sin(2t), (A, p) € R2} )

9.2.3 Principe de superposition

De la méme maniere que pour les équations du premier ordre, on a le principe de superpo-
sition :

Proposition 3: Principe de superposition

Soit (E) : ay”(t) + by (t) + cy(t Z fx(t), ot (a,b,c) € R? avec a # 0 et les fonctions

fi,..., fn sont continues sur I.
Pour tout k£ € [1,n], on note y; une solution particuliere sur I de I’équation

(Er) = ay”(t) +by'(t) + cy(t) = fr(D).

Alors la fonction y, = Z yr est une solution particuliere de (E) sur I.
k=1

Démonstration. Par hypothese, on a pour tout k € [1,n] et pour tout ¢t € I,

ayy (t) + by (t) + cyr(t) = fi(t).

La fonction y, est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I et on a pour
tout t € I,

ayy (£) + by (1) + cyp(t) = Y (ayf (1) +byk(t) + cyu(t)) = Y fi(t),
k=1 k=1
donc y, est bien solution de (F) sur 1. [ |
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Exemple 8. Résolvons sur R I’équation différentielle
(E) :y"(t) + 5y (t) + 6y(t) = te 2 4+ 1.
On a vu que les solutions de ’équation homogene associée sont
Sy = {t — y(t) = Me ™2 + Mae™3 (A1, Ao) € R?}.

On a déterminé une solution particuliere sur R de (E1) : y”(t) + 5y/(t) + 6y(t) = te 2! qui
est yy 1t —> (312 —t)e 2
De plus, une solution particuliere sur R de (FEs) : " (t) + 5y/(t) + 6y(t) = 1 est la fonction

1
constante yg : t — 5

1
Ainsi, la fonction y, : t — (5t — t)e 2l + 6 est une solution particuliere de (F) sur R.

Les solutions de (F) sur R sont donc

1 1
Sg = {t — y(t) = Me H + dge 4 <2t2 - t> e+ 5’ (A1, A2) € Rz} :
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