LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°8 Fonctions réelles usuelles

Exercice 1

1
La fonction f est définie pour les réels x tels que . T >0 (1+2)(1—2) >0 x€]—1,1]
—x
donc Dy =] — 1, 1] qui est symétrique par rapport a 'origine.

Pour tout €] —1,1[,ona —z €] — 1, 1] et

fer) = (1- (-0 (1 _ x)

14+«
= (1-2)(In(1—2)—In(1+2z))
= —(1—2*)(In(1 +z) —In(1 — )

— (1-4)h GJ_FZ)
= —f(x)

donc f est impaire.

Exercice 2

1. On suppose que pour tout z € R, f(z) = f(—=x).
Posons pour tout x € R,g(x) = f(—z). La fonction g est dérivable sur R comme
composée de fonctions dérivables sur R et on a pour tout = € R, ¢'(z) = — f'(—x).
Puisque pour tout x € R, f(z) = g(z), on en déduit que pour tout z € R, f'(z) = ¢'(z) =
—f'(=z) d’ou pour tout réel z, f'(—z) = — f'(x), ce qui prouve que f’ est impaire.

2. On suppose que pour tout = € R, — f(x) = f(—x).
Posons pour tout x € R,g(x) = f(—xz). La fonction g est dérivable sur R comme
composée de fonctions dérivables sur R et on a pour tout = € R, ¢'(z) = — f'(—x).
Puisque pour tout x € R, —f(x) = g(x), on en déduit que pour tout z € R, —f'(x) =
g (z) = —f'(—x) d’ou pour tout réel z, f'(—x) = f'(x), ce qui prouve que f’ est paire.

3. On suppose qu'il existe T" > 0 tel que pour tout réel z, f(z +T) = f(x), i.e. f est T-
périodique. On pose pour tout = € R, g(x) = f(x+7T). La fonction g est dérivable sur R
comme composée de fonctions dérivables sur R et on a pour tout x € R, ¢'(z) = f'(z+7).

Puisque pour tout =z € R, f(x) = g(x), on en déduit que pour tout z € R, f'(x) =
g (z) = f'(x +T), ce qui prouve que f’ est T-périodique.

Exercice 3

1. Pour tout réel z, f(z) = —2* + 7 < 7 = f(0) donc max f(z) = m. En revanche, f n’est
re
pas minorée car lim f(z)= lim f(x)= —o0.
T—r+00 T—r—00

1

1
2. Pour tout réel z,1 < 2 —sin(r) < 3 donc f(—3) = 3 < 5 sn(a)
— sin(x

< 1= f(3) donc

, 1
wp ) = g et ng) =1



3. Pour tout réel z,2° + x4+ 1= (z+3)? — 1+ 1 = (z + 3)? + 2 donc pour tout réel
1

r,a’+r+1> % > 0 avec égalité pour x = —3.

1 4 1
Ainsi, pour tout € R,0 < ———— < — avec égalité si z = 1 donc max ——— =
A P 224+z+1 3 & 2 ceR 22 + 1+ 1
g.
1 1
Ona lim ———— =0 donc inf ———— = 0 (mais ce n’est pas un minimum, car
ztoo 22 4+ + 1 seR 2 4+ 1+ 1
la borne inférieure n’est pas atteinte).
1 1
4. Par définition de la partie entiere, on a pour tout z € R}, — —1 < {—J < — donc en
x x x

multipliant par x > 0, on obtient
1
l—xrx<z|—| <1
x

1
Par ailleurs, on a pour tout x > 0,0 <z {—J < 1.
x

Ona f(1) =1et f(2) =0 donc rzn>1(r)1f(x) =0 et glgg{f(x) = 1.

Exercice 4

1. f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(x) = 3cos(z) — 3z sin(z) — In(5)5".
2. f est dérivable sur Dy = R\ {14 k5 } et on a pour tout z € Dy,

(tan(z +1))" — 7z(1 + tan?(x + 1)) (tan(x + 1))6‘

fla)=e"+ (tan(z + 1))

3. [ est dérivable sur Dy =0, 5 [Uyene] — 5 + 2k, 2 + 2k7(Uyep | — 25 + 2km, — % + 2k7]
et on a pour tout x € Dy,
725 cos(z) — 27 sin(x

2\/x7 cos(x)

5 5 5
4.Ona3x2—5>0<:>w2>§<:>x>\/goua:<—\/;doncfestdérivablesur
5 5
D= |—00,—/=| U Z
f ] 0, \/;[ ]\/;,—1-00

f'(x)

et pour tout x € Dy,

B 1 " 6x B 6x
V322 =5 2322 -5  2(32%2-5)

2 —4 siz €] — o0, —2] U [2, 00|
4 — 22 siz € [—2,2]
n’est pas dérivable en 0, f est dérivable sur Dy = R\ {—2,2} et pour tout « € Dy, on a

. Puisque la fonction valeur absolue

5.0naf@):{

oy | 2z siz €] — o0, —2[U]2, +00]
fiz) = { —2x siz €] —2,2[.

6. La fonction f est dérivable sur Dy = U]le, (2k + 1)7[ et pour tout « € Dy, on a
keZ

cos(z)

f/(m) = e ]n(sln(x)) + " Sin(l‘) '



7. On a In(In(z)) > 0 < In(z) > 1 < x > e donc f est dérivable sur Je, 00| et pour tout

T >e,o0na
1 1

n(In(z)) x xln(z)

8. f est dérivable sur R\{ 1,1}. On a pour tout = €] — 1, 1], f(z) = v/1 — 22 et pour tout
x €] — oo, —1[U]1, +o0], f(x) = V&% — 1 donc

—2x T T

T ot v €lmoe, —A[UL, ool £i(z) =

9. La fonction f est dérivable sur R\ {km, k € Z}.
Pour tout x € U]le, (2k + 1)7|, f(z) = sin(x) donc f'(z) = cos(x).
keZ
Pour tout x € U](Qk + 1)m, (2k 4 2)x[, f(x) = —sin(z) donc f'(x) = — cos(z).
keZ
10. Onaz? —52x4+6 =0« x =2 oux =3 donc f est définie et dérivable sur R\ {2,3} et
pour tout z € R\ {2, 3},

£l =

Vo €]-1,1], f'(z) =

2r — 5
!
r)=——-—.
fz) x2—5x+6
Exercice 5
. R — R* . oy
1. Soit f: x+ N ;;hl(x) On peut en fait prolonger f sur R, par continuité car
lim zln(z) = 0 donc lim z* = 1.
z—0t z—07t

La fonction f est dérivable sur R* et on a pour tout z > 0:

f(x) = <ln(x) +x X i) "M@ — (In(z) 4 1)2°

Q|

Onafl(z) >0 n(z)+1>0&n(z) > -1er>el=
La fonction f est donc strictement croissante sur [e™!, +00] et strictement décroissante
sur ]0,e'] et atteint son minimum en e~! qui vaut f(e™!) = (e71)¢ " = e ¢ <1 car
—e 1 <.

Notons que f(1) =

Enfin, lim zln(x) = 4oo donc lim f(x) = +o0.

T——+00 Tr—r—+00
R — R

r — x+sin’(x).
r€R,z <o +sin’(r) <z + 1.

Puisque hlil xr = +00, on en déduit par comparaison que 111_’1_1 g(x) = +o0.
T—r+00 Tr—r

2. Soit ¢ : Pour tout 2 € R,0 < sin’*(z) < 1 donc pour tout

De méme, puisque lim x4+ 1 = —oo, on en déduit par comparaison que lim g¢(z) =
T——00 T——00

—00.

La fonction g est dérivable sur R et on a pour tout x € R,

g'(z) =1+ 2sin(x) cos(x) = 1 +sin(2x) > 0, donc la fonction g est croissante sur R.
-1
3. Pour que h(zx) soit défini, il faut que = + 1 # 0 ie. z # —1 et x——kl > 0,ie x €
x

| — o0, —1[U[1, +o0.
Finalement, h est définie sur D), =] — oo, —1[U[1, +-00].



-1
Pour tout # € Dy, on a h(z) = zy/u(x) ou u(z) = ’ 1 donc h est dérivable en les
T

points x pour lesquels u(z) > 0, i.e. pour tout x €] — 0o, —1[U]1, +o0],

W(z) = x_l—i—xxx—i_l_(x_l)x 1 B x—1+ T r+1
S Var+1 (z+1)2 -1 Vao+1l (z+1)2 z—1

2
x+1

On remarque que pour tout z > 1,h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur
[1, +ool.
Soit z < —1. On a

et —22—x—1<0

1-5
2

On a pour tout z < —1,(z+1) <0, —2> —z+1>0siz > —

—-1-+5

slx <

2
o . : —1-+v5 . o
Ainsi, h est strictement croissante sur | —oo, 5 et strictement décroissante sur
-1-+5 |
2 ’ '
Notons que h(1) = 0.
-1 -1
Ona lim = — lim % = 1 donc
z——oco x + 1 T——400 T +
-1
lim h(z) = lim =z ’ = —00
T——00 T——00 T + 1
et
—1
lim A(x)= lim =z - = +00.
T—+00 T—+00 x+1
-1
Ona lim z—1=-2et lim 2+ 1=0" donc par quotient lim ‘ = +00.
r——1" r——1— z——1— 2 + 1

Par produit, on en déduit

—1
lim A(z) = lim x4/ - = —00.
z——1— z——1— r+1




Exercice 6

1. La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—1} et on a pour tout z # —1,
, B x—1 r+1—(x—1) r—1
flz) = eXp(x+1)+x (x+1)2 P x+1

r—1Y\ [(z+1)?+2x
= exp
r+1 (x +1)2
o r—1 2 +4r+1
= ex
P\t (x4 1)2
(x—l) <(x+2+\/§)(x—l—2—\/§))
= exp :

r+1 (x+1)?

En effet, les racines de z? + 4z + 1 sont —2 — V3< —let —2++3>—1.

On a donc f'(z) > 0siz < —2—+3Betsiz>—-2++3et f'(x) <0si —2-V3<r<-—1
etsi —1 <z < —2+ 3.

La fonction f est donc strictement croissante sur | —oo, —2—+/3], strictement décroissante

sur [—2 — /3, —1[, strictement décroissante sur | — 1, —2 + /3] et strictement croissante

sur [—2 + /3 + oo|.
r—1 .oox—1

On a lim = 1 donc par composition

= 11m
z——oco x + 1 z—+oo T +
I i T v >0
11m ex = 11m  ex =€
T—>—00 P x+1 T—+00 P x+1

o r—1 ) r—1
donc par produit lim zexp = —oo et lim zexp n = +4o00.
x

T——00 T + 1 T—+00 1
, . —1 o .
D’autre part, lim = 400 donc par composition et produit
z—=—1- X
I x—1
im zex = —00
z——1- P z+1
R oor—1 " :

De méme, lim = —oo donc par composition et produit

zo—1tx + 1

r—1
li =0".
i zewp (257)

2. La fonction g est définie pour tout ¢ tel que 1+¢ > 0. Elle est donc définie sur | — 1, 400
et y est dérivable comme composée de fonctions dérivables. Pour tout ¢t > —1, on a
2(1+1¢) —2t I 2—(1+t)  1-t

(1412 14+t  (1+1)? (1+1)2

g'(t) =

Ainsi, sit < 1,¢/(t) > 0etsit > 1,¢'(t) < 0 donc g est strictement croissante sur | — 1, 1]
et strictement décroissante sur [1,4+o00.

2t
Ona lim —— = —ooet lim In(l+%) = —oo donc on a une forme indéterminée de
t——1+ 1+t t——1+
1
la forme —oo + co. Pour la lever, on factorise par 1 :

g(t) = %H(zt — (1 +t)In(1 +1)).



Posons x =1-+¢. On a

lim (14+¢)In(l+¢)= lim xzln(z) =0

t——1+ z—0t

donc lim 2t — (1+¢)In(1 +¢) = —2 donc par produit

t——11

lim g¢(t) = lim L(215 —(1+t)In(1+1)) = —oo.

t——1+ ts—1+ 1+t

Notons que ¢g(1) =1 —1In(2) > 0.

2t
Enfin, on a lim —— =2 et hm In(1+t) = +o0 donc
t—+oo 1 + ¢ —+o00

_ 2t
t£+moog(t) =137~ In(1+1¢) = —oc.

Exercice 7

1. Posons pour tout z € R, f(z) = e — (r + 1) = ¢ — 2z — 1. La fonction f est dérivable

sur R et pour tout x € R,
f(z) =¢€"—1.

On a f'(x) > 0 si et seulement si z > 0 et f'(z) < 0 si et seulement si x < 0. Ainsi, f est
strictement croissante sur [0, +-00[ et strictement décroissante sur | — oo, 0]. La fonction
f admet donc un minimum en 0, ce qui assure que pour tout x € R,

f@)= f0)=e"—0-1=0,

i.e. pour tout x € R, e* > x 4 1.

Posons pour tout > 0, g(x) = In(z) — (x —1) = In(z) —x+ 1. La fonction g est dérivable
sur RY et pour tout z > 0,

On a ¢'(x) > 0 si et seulement si x < 1 et ¢’(z) < 0 si et seulement si x > 1. Ainsi, la
fonction g est strictement croissante sur |0, 1] et strictement décroissante sur [1,4+o0].
La fonction g admet donc un maximum en 1, ce qui assure que pour tout x > 0,

g() < g(1) =In(1) ~ 1+1 =,0

i.e. pour tout z > 0,In(z) <z — 1.

Exercice 8

b
On a montré dans le TD2 que pour tout (a,b) € (R )2, on a vab < a4 +

Par croissance de la fonction logarithme néperien sur R? , ceci 1mphque que pour tout (a,b) €

(R})?,

In(v/ab) < In (“;b),

i.e. pour tout (a,b) € (R%)?,

%(ln(a) +1n(h)) < In (a ; b> '



Exercice 9

Posons pour tout = > 1, f(z) = (x — 2)y/z — 1. La fonction f est dérivable sur |1, 4o00] et on a
pour tout x > 1,

f'(x) =V -1+

x—2 2w —1)+z—-2 3r—4

Wr—1  2vr—1  2Ji—1

4 4
Onafl(z)203x—-4>20 2> 3 et fl(r) <0<z < 3 donc f est décroissante sur [1, 3]

et est croissante sur [3, +ool.

Ainsi, f admet un minimum en 3 qui vaut f(3) = (5 —2)4/3 —1=—31/3 = -2 X BL% — _31%,
2
On en déduit que pour tout z > 1, (z — 2)y/z — 1 > 3T
2
Exercice 10
1. Soit z > 0. On a les équivalences suivantes :
1’13 — (.’,U:E)B o x:v3 _ x&r o 6:E3 In(z) _ €3xln(x).

Par injectivité de la fonction exponentielle, ceci équivaut a
2 In(z) = 3rIn(z) < zln(z)(2®> —3) =0 < zln(z) = Oouz? — 3 = 0.

Si z1n(x) = 0, puisque = > 0, ceci implique que In(z) =0 d’ou x = 1.
Siz? —3=0,ie 22 =3 et puisque z > 0, ceci implique que = = /3.
Ainsi, les deux solutions de cette équation sont {1,/3}.

2. Tout d’abord, notons que l'inéquation est bien définie si x +3 > 0, i.e. x > —3 et
x—1>0,ie x> 1. Donc I'inéquation est bien définie pour tout x > 1.

Soit z > 1. On a les équivalences suivantes :

ln(x—|—3)—ln(x—1)21<:>1n(x+i’) >1=In(e)
T —

donc par croissance de la fonction logarithme néperien, ceci équivaut a

z+3
+1 >esr+3=2e(lr—1)carzr—1>0,
T _
C . N .. . 3+e
ce qui équivaut a z(e—1) < 3+e d’ou en divisant par e—1 > 0, on obtient x < 1 > 1.
o _

. . . 3+e
Finalement, ’ensemble des solutions de cette inéquation est } 1, 1] .
6 —

Exercice 11
1. Ona f(z) = (1 +2x)s = ex (422 donc f(x) est bien défini si z # 0 et si 1+ 2z > 0,
1

le.x > ——.
2

L’ensemble de définition de f est donc Dy =] — 3, 0[U]0, +o00].



2. La fonction f est dérivable sur Dy comme composée de fonctions dérivables sur Dy et
on a pour tout x € Dy,

fl(x) = (_E In(1 + 2z) + - X = 2$) o3 n(1+22)

20 — (1 4+ 22) In(1 + 2x)

- (11 21) (14 2x)=.

8=

3. Pour tout x € Dy, f'(x) est du signe de 2z — (1 4 2z) In(1 + 22).

1
Posons pour tout x > —5,9(17) = 2z — (1 + 22) In(1 + 2z). La fonction g est dérivable

1 1
sur ] g —i—oo{ et pour tout x > g on a

2
g (x) =2—=2In(1+2z) — (14 2z) x T = —2In(1 + 2z).

2

1
Ainsi ¢'(z) > 0 si et seulement si z € } —g5 O{ et ¢'(z) < 0 si et seulement si z > 0.

On en déduit que la fonction g est strictement croissante sur }—%,0 et strictement
décroissante sur [0, +oo[. Il en découle que la fonction g admet un maximum en 0 donc
pour tout z > —%,g(:c) < g(0) = 0.

Ceci assure que pour tout € Dy, f'(x) < 0 donc la fonction f est strictement décroissante

1
sur } st 0] et strictement décroissante sur |0, 4+o00.

1
Ona lim —In(l42z) =+oodonc lim f(z)= +oc.

za7%+ z g—s—1%
In(1 In(1+2
On sait que lim M = 1 donc lim M =1.
x—0 €T z—0 2z
Ainsi,
In(1+ 2 In(1+ 2
lim 220 gy o0 +22)
z—0 €T z—0 2x
On en déduit que lim f(z) = lim f(z) = €%
z—0~ z—07F
In(1+ 2
Enfin, par croissance comparée, lim M = 0 donc
r——+00 T
lim f(x) = lim ex m(+22) — 1

T—-+00 r—-+00

Exercice 12

On a pour tout x E]O, 1[7 Z’x(l _ x)l—x — 6:L‘ln(ac)e(l—ac) In(1-z) _ exln(x)—‘r(l—x) ln(l—x)'
Posons pour tout z €]0,1[, f(z) = xln(z) + (1 — ) In(1 — z). La fonction f est dérivable sur
| = 1,1] comme composée de fonctions dérivables et on a pour tout x €]0, 1],

flx)=In(z)+xx = —In(l —z) — (1 —xz) X

1 1 x
=In .
x 11—z <1—x)

1 1
Onaf’(a:)20<:>—1x zlez>l-rer> et fiz) SO& o< done foest
— X

1
décroissante sur ]0,1[ et croissante sur ]3,1[. Ainsi, f admet un minimum en 5 et pour tout




x €]0, 1], on en déduit

eln(z)+ (1 —2)ln(l—2) > f (%) _ %m (%) —0—%111 (%) — _In(2).

En composant par la fonction exponentielle qui est strictement croissante sur R, on obtient
pour tout z €]0, 1],

1

27(1 — )" = e#@H0-2)n(l=2) 5 ~In(2) _

Exercice 13

b bln(a) —

1 1
Onaa®=¢e %ln(;rE)X:v2 — exln(xi) —

(&

Exercice 14

1.
V2
(\/Eﬁ) N M

2. Il y a deux cas :

. 2 . . . .
e Si \/5\[ est rationnel, on pose a = b = v/2 et dans ce cas, on a bien a et b irrationnels
2 .
et a® = \/5\/ est rationnel.
o Si \/5\/i est irrationnel, on pose a = \/ﬁ\/5 et b = /2 et dans ce cas, on a bien a et b
irrationnels et a’® = 2 est rationnel.

Dans tous les cas, on peut trouver deux nombres a et b irrationnels tels que a’ est
rationnel.



