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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°5

Probleme : Fonctions hyperboliques

1. On vérifie d’abord que ch est paire et sh impaire. En effet, pour tout x € R, on a

—x —(—=z) —z z
ch(—z) = € +26 = 2+e = ch(x)
donc ch est paire.
De méme, pour tout x € R,
-z _ ,—(—x) -r _ T T _ -
e e e e e’ —e
h — e ey = — = — h
sh(—7) : - £~ ()

donc sh est impaire.
el + et et — o ‘
Enfin, pour tout z € R,ch(z) + sh(z) = 5 + 5 = €”. On a donc bien

montré que ‘ch et sh sont les parties paire et impaire de la fonction exponentielle réelle. ‘
2. (a) Soient (z,y) € R% On a

ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y) = (6*‘2 6‘35) (6“-2 e‘y) N (6—2 e—x) (ey—2 e—y)

1
= Z (€x+y LT L YT LT eTTY _ Ty _ oY 4 e—x—y)

2™ 4 e~V
4
€x+y + e Ty
2
= ch(z +vy)

donc |Vz € R, ch(x + y) = ch(x)ch(y) + sh(z)sh(y).

De méme, pour tout (x,y) € R? on a

sh(z)ch(y) + ch(z)sh(y) = (6—2 6‘”) (6y+2 e‘y) N <e+2 e-x) (ey—Q @—y)

1
= _(€x+y+e~’v Y _ QU T _ o7 y+ex+y_€x Y eV T 7 y)

4
2e*TY — 2e7*Y
4

€r+y _ e—x—y

2
= sh(z +y)

donc |Vx € R, sh(x + y) = sh(z)ch(y) + ch(x)sh(y).
On en déduit que pour tout (z,y) € R?

ch(z —y) = ch(z + (=y)) = ch(z)ch(=y) + sh(z)sh(-y)




d’ou, par parité de ch et imparité de sh,

V(z,y) € R? ch(x — 5) = ch(z)ch(y) — sh(z)sh(y).

De méme, pour tout (z,y) € R? on a
sh(z —y) = sh(z + (—y)) = sh(z)ch(—y) + ch(z)sh(—y)

donc par les mémes arguments,

V(z,y) € R? sh(z — y) = sh(x)ch(y) — ch(z)sh(y).

Soit z € R. On a d’apres la question précédente

ch?(z) — sh?(x) = ch(x)ch(x) — sh(x)sh(z) = ch(z — x) = ch(0) = 1

d’ott |Vz € R, ch®*(z) — sh®(z) = 1.

D’apres la question 2.(a), on a pour tout z € R,

ch(2x) = ch(z + x) = ch(z)ch(z) + sh(z)sh(x)

d’ott | V2 € R, ch(2x) = ch®(z) + sh?(x).

En utilisant la relation prouvée a la question précédente, on a pour tout z € R, sh2(x) =
ch?(z) — 1 donc pour tout = € R, ch(2x) = ch®(z) + ch?*(z) — 1 d’ott

Vo € R, ch(2x) = 2ch?(x) — 1.

De méme, en utilisant la méme relation, on a pour tout z € R, ch?(z) = sh?(x) + 1
donc pour tout x € R,ch(2z) = sh?(x) + 1 + sh?(x) d’ou

Vo € R, ch(2r) = 2sh?(x) + 1.

Enfin, d’apres la question 2.(a), on a pour tout x € R,

sh(2x) = sh(x + x) = sh(x)ch(x) + ch(x)sh(zx)

d’ou |Vx € R,sh(2z) = 2sh(z)ch(z).

Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R comme composées de fonctions dérivables
sur R et on a pour tout x € R,

oh(z) = =

d’ott |Vz € R, ch’(z) = sh(z).

De méme, pour tout z € R, sh’(x) = = d’ott|Vz € R,sh’(z) = ch(z)]|.

et +e”

Or, pour tout x € R, ch(z) = > 0 donc sh’(z) > 0, ce qui prouve que

2
[la fonction sh est strictement croissante sur R. |
Enfin,on a lim e¢*=0et lim e * = +oo donc
T—r—00 T—r—00
e’ —e "
lim sh(z) = lim ——— = —o0.
T—>—00 T—>—00




De méme, lim e* =+ocet lim e * =0
r—r+00 r—r+00

donc

lim sh(z) = lim £ i
T—r+00 T—>+00

On a pour tout z € R, ch’(z) = sh(z). D’aprés la question précédente, sh est stric-

60—60
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tement croissante sur R et sh(0) =
pour tout = > 0,sh(x) > 0.
Ainsi, pour tout x < 0,ch’(z) < 0 et pour tout z > 0,ch’(z) > 0.

= 0 donc pour tout z < 0,sh(x) <

De la méme maniere que pour les limites de sh, on trouve| lim ch(z) = lirf ch(z) = +oo|.
Tr—r—00 T—r+00
04 .0

Enfin ch(0) = ‘ —;—e = 1.
On a donc le tableau de variation suivant pour la fonction ch :

T —00 0 +00

ch’(z) — 0 +
+00 400
ch \ /
1

Soit y € R. On a les équivalences suivantes :
sh(z) =y < % =y e’ (%) = ye® & -1 = 2ye” & ¥ —2ye"—1 = 0.

Posons X = ¢® > 0. On a alors sh(r) =y & X? —2yX — 1= 0.
Le discriminant de ce trinome du second degré est

A= (22 —4x1x(=1)=4+4=401*+1)>0

donc

X_Qy—2~y+ —VyP+1 ou X=y++Vy?+1
On constate que y — /y? <Ocar /12 + 12> y? =yl > yet
yH VP> g+ VP =yt ly >0

car |y| = —y donc y + /y?> +1 > 0.
Puisque X > 0, on en déduit que X = e* =y + /y2 + 1.
En appliquant le logarithme néperien, on trouve que

I'unique solution de sh(z) = yestz = In(y + /y% + 1).

D’apres la question précédente, tout réel y admet un unique antécédent par la fonction
sh et cet antécédent est sh™*(y) = In(y 4+ /»2 + 1). Ainsi, la fonction sh est bijective

de R sur R et |sa bijection réciproque est argsh : z — In(z + Va2 4 1).

D’apres I’expression trouvée en question précédente, puisque pour tout € R, z2+1 >
0, argsh est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R.




En notant pour tout z € R,u(z) =z + v2?+ 1, on a pour tout x € R,

L+ 2x r+Var2+1
u'(z) 2Vl +1 . Wa?+41

argsh’(x) = =

u(z) r4+vVa2+1 o4Vt 1

1
vV +1

Soit y € [1,+oo[. On a les équivalences suivantes :

d’ott | pour tout z € R, argsh’(z) =

ch(z) =y < % =y e’ (%) =y’ & 2] = 2ye” & e —2ye”+1 = 0.

Posons X =¢® > 0. On a alors ch(z) =y & X? —2yX +1 = 0.

Le discriminant de ce trinome du second degré est
A=(-2y)P—4x1x1l=4y—4=4(y*-1) =0

car y > 1 donc y? > 1.
e Siy=1A =0 donc le trindbme admet pour unique solution X = e¢* = 1 d’ou

r=0=In(1++v12-1).

e Siy>1,A >0 donc le trinome admet deux racines réelles distinctes. Ainsi,
2y — 2\/y? — 1
x="2 2y =y—vVy’ —1 ou X=y++y>—1
Notons qu’on a bien y + /4> — 1>y —/y?—1>y—/y>’=y—y=0cary > 1

donc y > 0.

Ainsi, les deux valeurs sont strictement positives et sont donc possibles pour X = e*.
En appliquant le logarithme néperien, on trouve

r=In(y—+y*—1) ou z=In(y+y>—1).

On a

y_m:(y—\/y2—1)(y+\/y2—1):y2—(y2—1) 1 1

= <-<1
y+y?—1 y+vyr—-1 y+yP-1 ¥

car y > 1 donc In(y — \/y> — 1) < 0.
D’autre part, In(y + /y? — 1) > In(y) > In(1) = 0 donc une seule des deux solutions
possibles est positive.

On en déduit que si y > 1, 'unique solution positive de ch(z) = y est
r=1In(y+vy%—1).

Ainsi, | pour touty > 1, I’équation ch(z) = y admet une unique solutionz € R,.

D’apres le tableau de variation de ch, on voit que ch(R;) C [1,+oco[. D’apres la
question précédente, tout réel y € [1, +oo[ admet un unique antécédent par la fonction
ch dans R, et cet antécédent est ch™'(y) = In(y + 1/y? — 1). Finalement, la fonction
ch est bijective de Ry sur [1,+oo et

sa bijection réciproque est argch : x — In(z + Va2 — 1).




()

On a bien pour tout = € [1,400[,z + Va2 —1 > 0. D’autre part, on sait que la
fonction racine n’est pas dérivable en 0 donc la fonction x +— /22 — 1 est dérivable
en les réels z tels que 2 — 1 > 0, i.e. sur |1, +o0.

Ainsi, la fonction argch est dérivable sur |1, 400 comme composée de fonctions
dérivables sur |1, +o00.

En notant pour tout = €]1, +oo[, u(x) = x + vx? — 1, on a pour tout x €] — 1, 400],

L+ 2r r+vVa2—1
u'(x) a2 —1 a2 —1

argch’(z) = = = :
gl (2) u(z) r+ Va2 —1 r+ Va2 —1
1
d’ott | pour tout z €]1, +o0], argch’(x) = T
.r J—

En utilisant 'imparité de sh et la parité de ch, on a pour tout x € R,

~ sh(—z)  —sh(x)

th(=z) = ch(—z)  ch(x)

= —th(z)

donc ‘ la fonction th est impaire. ‘

La fonction th est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R (son
dénominateur ne s’annulant pas sur R car pour tout x € R,ch(x) > 1) et on a pour
tout z € R,

sh’(x) ch(z) — sh(x) ch’(z) _ ch?(z) — sh?(x) _ 1
ch?(z) ch?(x) ch?(z)

en utilisant le résultat de la question 2.(b).

th'(x) = >0

Ainsi, pour tout 2 € R, th'(z) > 0 donc |la fonction th est strictement croissante sur R.

Par ailleurs, on a

r __ —x 2:0_1 2:17_1
lim th(z) = lim £ _ lim e —1) — lim :
T——00 z——oc0 e + e~ % T——00 e*$<€2x —+ 1) z——o0 2% 4 ]
Or, lim e*® —1 = —1et lim e* +1 = 1 donc par quotient, on en déduit que
T—r—00 T—r—00
li h(z) = —1.
o, 142)
Par imparité de th, on a
L, (@) = Lr th(=2) = = L th(z)

d’ou| lim th(z)=1.

T—r+00

Soit y €] — 1, 1]. On a les équivalences suivantes :

e —e e %(e*® —1)

th =y — =1y —
(@) =y et + et y e~r(e? 4+ 1)

1
d’ot €?* = 1+—Zy/ Puisque y > —1,1 4y > 0, et puisque y < 1,1 —y > 0 donc on a

1

bien id > 0. En appliquant le logarithme néperien, on obtient 2x = In <1-|—_y)
-y -y

donc

=y & e 1=y ty o e (1—y) = 1+y

1
pour touty €] — 1, 1], 'unique solution z € Ra I"équation th(z) = yestx = 5 In (

1+y
I—y

)




(d) Puisque la fonction th est strictement croissante sur R et que lim th(z) = —1 et
Tr——00

lim th(z) = 1, alors th(R) C] — 1,1[. D’apres la question précédente, tout réel

r—r+00
y €] — 1, 1] admet un unique antécédent dans R par la fonction th, et cet antécédent

1 1
est th™'(y) = 3 In (1—i-_y> . Ainsi, la fonction th est bijective de R sur | — 1, 1] et
Y

1 1
sa bijection réciproque est argth : z —— 3 In (1 + x) .
-

(e) La fonction argth est dérivable sur | — 1, 1] comme composée de fonctions dérivables

sur | —1, 1[. En notant pour tout x €] —1, 1[, u(z) = . il x7 on a pour tout x €] —1,1],
—x

2 11— 1

W) 1 l—zxz+1l4+z 1-—x

/ 1
argth'(z) = 2 (1—2P1+2 (1—-2)(1+a)

1
= =—X X
2 wu(r) 2 (1—x)? l+z

1

d’ou | pour toutx €] — 1, 1[, argth’(z) = 2
—x




