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Probléeme 1 : Deux modeles d’évolution d’une population
de bactéries

Partie A

1.

On a (Ey):Vt > 0,y/(t) —ay(t) = 0.
D’apres le cours, on sait que Sg, = {y : t = Ae™, X € R}.

Puisque f est solution de (F}), il existe un réel A tel que pour tout ¢ > 0, f(t) = \e™.
Or, f(0) = Ny & XA = Ny donc |Vt > 0, f(t) = Noe™.

2. Puisque a > 0, on a tliin at = +o00. Or, lirJqu e’ = 400 donc par composition de limites,
—+00 Tr—r+00
on en déduit que lim e™ = +oo0.
t—+o00
Enfin, puisque Ny > 0, on en déduit que lim Nye™ = +oo d'ott | lim f(t) = +oo.
t——+o0 t——+00
3. D'aprés I'énoncé, f(T) = 2f(0) < Noe'l = 2Ny &% o7 = 2 & oT = In(2). Si T était
In(2
nul, ceci signifierait que In(2) = 0, ce qui est absurde donc 7" # 0, d’ott a = n; )
t t
On a donc pour tout ¢ > 0, f(t) = Noe® = Noet ™ = Ny (e™@)T dou|Vt > 0, f(t) = No2T.
Partie B

1. (a) On suppose que pour tout ¢t > 0,g(t) > 0 et que g est solution de (Fy), i.e. pour

tout t > 0,4'(t) =a (1 - %) g(1).

1
Soit y : t +—> ﬁ Puisque g est dérivable sur R, la fonction y est dérivable sur R
g
/
t
et on a pour tout t € Ry, y/'(t) = — gz((t))‘
g

Il en découle que pour tout ¢ > 0,

Y (t) + ay(t)

= car g est solution de (E»)

1
donc | - est solution de (E).
g




(b)

Soit (H) : Vt > 0,y'(t) + ay(t) = 0, 'équation homogene associée a (E)).
On sait que Sy = {y : t = Xe ™ X\ € R}.
1
Par ailleurs, la fonction constante égale a i est clairement solution particuliere de

(E5).
Ainsi, les solutions de (E}) sur [0, +o0] sont

1
SEé:{y:tH)\e_“t—kM,)\ER}.

1
Soit h une solution strictement positive de (E%). Posons pour tout ¢ > 0, g(t) = o)

et montrons que g est solution de (E).
Puisque h est dérivable sur R, , la fonction g l'est également et on a pour tout

K (t)
£>0,g(t) = —
0.9(1) = =320
Ainsi, pour tout t > 0 :
ht) — =
Jgit) = aEﬂTM car hest solution de (E))

1
donc | g = 7 est solution de (E»).

1 ¢, 1

On a pour tout t > 0,4(t) > 0. Posons pour tout t > 0, h(t) = gt) M M’

C
En posant A = U on remarque que pour tout ¢ > 0, h(t) = e~ + — donc d’apres

la question 1.b),h est une solution strictement positive de (FE%), ce qui implique

1
d’apres la question précédente que 7= g est solution de (Es).

e Puisque a > 0, on a lim —at = —oo. Or, lim e” = 0 donc par composition
t—-+o0 T——00

at

de limites, on en déduit que tliin e” " =0, d’ou, par somme et quotient de limites,
—+00

lim g(t) = M.

t——+00

e On sait déja que pour tout ¢ > 0, g(t) > 0.

On a pour tout ¢t > 0,Ce™* > 0 (car C' > 0) donc 1+Ce™* > 1 d’ou <1,

14 Ceat
puis, par multiplication par M > 0,

D’apres la question 2.a),g est solution de (Es) donc pour tout t > 0,¢'(t) =

o(1-22) s



On sait que a > 0 et que pour tout ¢ > 0, g(t) > 0. Par ailleurs, d’apres la question

t t
précédente, pour tout ¢t > 0, g(t) < M d’ou % <1, ie 11— % > 0.

Ainsi, on a bien pour tout ¢ > 0, ¢’(t) > 0 donc‘ la fonction g est strictement croissante sur R ‘
(d) On a

M M M

f)= o = el =
glo) =5 & e ~ 3 7° C
Puisque C' > 0, on peut prendre le logarithme néperien et il vient —aty = — In(C)
In(C
d’ou |ty = ul ) Puisque C' > 1, on a bien ¢y > 0.
a
. . i 9(t) .
(e) Puisque g est solution de (E»), on a pour tout ¢t > 0,¢'(t) = a(1— YA g(t), ou

le membre de droite est une fonction dérivable sur R, comme produit de fonctions
dérivables sur R, (car g l'est).

Ainsi, ¢’ est dérivable sur R, et en dérivant le membre de droite, on obtient pour
tout t > 0 :

70 =a (=200 + 0 - Liat0))

dou |Vt = 0,4"(t) = a ( - 297(0) g'(t).

(f) On sait que a > 0 et on a vu en question 2.c¢) que pour tout ¢ > 0, ¢'(t) > 0. Le signe

2¢9(t
de ¢’(t) est donc celui de 1 — ?\(4) et on a alors
2¢9(t M
72001220 500 gm < Mo o) < o),

ce qui équivaut a t < ty par stricte croissance de g sur R,..

On a donc ¢”"(t) = 0 pour t < ty et ¢”(t) < 0 pour t > 1y, ce qui signifie que ¢'(¢)
décroit a partir de ¢ = 3. Or, la fonction g représente le nombre de bactéries, donc
la fonction ¢’ représente la vitesse d’accroissement de ce nombre de bactéries.

Ainsi, ‘ la vitesse d’accroissement du nombre de bactéries est décroissante a partir det,. ‘

(g) On a

1 [t a to M
— t)dt = dt
to Jo 9(1) ln(C)/o 1+ Ceat
M to at
_ / ae i
IH(C) 0 €at + C

M
— —ln(C) [In(e™ + C)]go car pour toutt = 0,e™ +C > 0
M

= 3 (In(e™ + C) —In(1+ C))

= In(C (ln(eln(c) +C)—In(1+0))

_ njz/é)xln(li—cc).

)
=3

~—

—_




Partie C
1. On sait d’apres la question 2 de la partie A, que pour tout ¢t > 0, on a f(t) = Noe®. Ainsi,

f(0) =1 Ng =1 Ny = 1
{f(0,5> = 2 (i’{Noz‘é = 2 ‘:’{ go = In(2)
d'ou | Ny =1|et |a=21In(2).

Or, d’apres la question 3 de la partie A, |T = =

2. Puisque M = 100N, = 100 et ¢ = 2In(2) = In(4), on a pour tout t > 0,g(t) =
100 100

14 Ce ) — 14 C4t
100

Or, on sait également que g(0) = Ny =1 donc 1 = izC d’ou 1+ C =100, i.e. C' = 99.

100

On en déduit que |Vt > 0, g(t) = 1700 xdt

Probleme 2 : Une équation différentielle d’ordre 2 a ccef-
ficients non constants

Partie I : Résolution par changement de fonction

1. Soit z €]0,+oc[. On peut bien calculer z(In(x)) puisque z est définie sur R et on a
z(In(x)) = y(e@) =z d’ou |Va > 0,y(z) = z(In(x)).

2. e Supposons que z est deux fois dérivable sur R.

*

On a pour tout « > 0,y(x) = z(In(z)) donc y est dérivable sur R¥ comme composée de
' (In(z))

—
De méme, puisque 2’ est dérivable sur R par hypothese, y" est dérivable sur R’ comme
composée d’applications dérivables sur R’ et on a pour tout z > 0,

fonctions dérivables sur R* et on a pour tout z > 0,y'(x) =

L@ g — 2(In(z))  2(In(z)) — #/(In(z))

" _ —
Yy (Qf) - 72 - 2

e Supposons que y est deux fois dérivable sur R?.

On a pour tout réel ¢, z(t) = y(e'). Puisque pour tout réel ¢,e! > 0 et que y est dérivable
sur R*, alors z est dérivable sur R et on pour tout t € R, 2/(t) = e'y/(e").

De méme, puisque 3’ est dérivable sur R* , la fonction 2 est dérivable sur R comme produit
de fonctions dérivables sur R et on a pour tout t € R,

Z”(t) — ety/<€t) 4 (et)2y//(et> — ety/<et) +62ty”(et).

Ainsi, on a bien montré que z est deux fois dérivable sur R si et seulement si y est deux
fois dérivable sur R7 .

3. e Supposons que y est solution de (£) sur RY. D’apres les calculs faits en question
précédente, on a pour tout t € R :

() 42 (1) +32(t) = ey () + My (ef) +de'y'(e") + 3y(e")
= ()" (e") +5ey/ () + 3y(e").

4



Or, puisque y est solution de (E) sur R%, on a pour tout z > 0, 2%y" (z)+5zy' (z)+3y(z) =
z?. Pour tout ¢ € R, e’ > 0 donc on a pour tout ¢ € R, (e )2y”( B + 5ety'(ef) + 3y(e!) =
(e')? = €* d’on, pour tout ¢t € R, 2"(t) + 42'(t) + 3z(t) = e*, ce qui prouve que z est
solution sur R de (F).

e Réciproquement, supposons que z est solution de (F') sur R.

D’apres les calculs faits en question précédente, on a pour tout z > 0 :

%y () + 5ay'(z) + 3y(z) = 2"(In(2)) — #(In(2)) + 52'(In()) + 32(In(z))
= 2"(In(z)) + 42’ (In(z)) + 3z(In(x)).
Or, puisque z est solution de (F') sur R, on a pour tout t € R, 2”(t) + 42'(t) + 32(t) = €
d’ott pour tout x > 0, 2 ( n(z)) + 42'(In(x)) + 3z(In(z)) = 2@ = 22,
Ainsi, pour tout x > 0, 2% (z) + 5xy'(z) + 3y(z) = 2%, ce qui prouve que y est solution
de (E) sur RY.

Finalement, on a bien montré que

zest solution de (F) sur Rsi et seulement siy est solution de (E)sur R},

4. e Soit (H) :Vt € R, 2"(t) + 42'(t) + 3z(t) = 0 I"équation homogene associée a (F').
Les racines de I’équation caractéristique associée 1% +4r +3 =0 sont 7, = —1l et ry = —3
donc d’apres le cours, on sait que

Sy={z:t— e+ pe  (\p) € R*}.

e Cherchons une solution particuliere de (F)) sous la forme z(t) = ae* on a € R. On a
pour tout t € R, 2/(t) = 2ae® et 2 (t) = 4ae* donc
Vt € R, 2"(t) +42/(t) + 32(t) = e < Vit € R, e*(4a+ 8a + 3a) = *
& 15a =1 car pour toutt € R, e* #0

1
<~ a4=-—
15

1
Ainsi, la fonction ¢ — 1—5€2t est solution particuliere de (F) donc les solutions de (F') sur
R sont

15

1
Sp = {z st et e —e? (W p) € RZ} .

5. On sait d’apres la question 3) que y est solution de (F) sur |0, +00[ si et seulement si z est
solution de (F) sur R, c’est a dire d’apres la question précédente si et seulement si il existe

1
un couple (\, 1) € R? tel que pour tout ¢t € R, z(t) = Ae™t + pe 3+ —e? | ce qui équivaut

15
1 A1
N tout c 0, ’ _ 1 =\ —3In(z) 21n(m) _ 2, F -2
:POUY out x €]0, +oof,y(z) = z(In(z)) = Ae™ @ 4 pe + g€ i R
onc

A
SE:{y:x|—>x+xﬂ+—x2,(A,u)eR2}.

Partie II : Résolution par changement de variable

1. La fonction u est deux fois dérivable sur R* car y l'est et on a pour tout x > 0,v'(z) =
32?y(z) + 2%y (x) et

u'(z) = 6xy(x) + 327y (2) + 32y (2) + 2%y"(2) = 2°y"(2) + 627y (x) + 6zy(2).

5



Ainsi, on a pour tout z €0, +oo:

()~ O ) 16y (@) + Gay(e) — By(@) - 22y (2)

= a(z®y"(x) + 5ay/(x) + 3y(x)).

On a alors les équivalences

y€Sp & VreRL, 2% () + 5xy(z) + 3y(x) = 2
& Vo e Ry, z(2%y () + 5ay/(z) + 3y(x)) = 2°
!/
& VreRY u'(z) — wiw) 7’
T
& u e Sg

donc |y est solution de (F)si et seulement siuest solution de (G).

.e0OnaueSgeu €Sy ou

(G") : Yz e R, f'(x) — @) = 2%,

Soit (H') : Vo € R, f'(z) — @) = 0 I’équation homogene associée a (G').
x

1
Si on pose pour tout > 0,a(x) = ——, alors la fonction A :  — —In(z) est une primitive
T

de a sur R% donc
S ={f:z—=X "D XNecR}={f:2~ \zr,\ € R}.

Pour trouver une solution particuliere de (G’), on utilise la méthode de variation de la
constante, i.e. on cherche une solution particuliere de (G') sous la forme f,(z) = \(x)z
ol A : R% — R est une fonction dérivable sur R? .

On a alors

fp € S(G/) & Vo >0, f;)(x) -
& V> 0,N(v)z + AMz) — \Nz) = 2°
& Vo> 0,N(x) =a”.

3 4
T T
On peut poser pour tout x > 0, A\(x) = — et on trouve que f, : x — \(x)z = 5 est une

solution particuliere de (G') sur R* .

4
Alinsi, ng:{f:xr—>/\a:—l—%,)\€R}.

Ainsi,
xt 2 P
ueSseu €Se < 3INeR U (x) :)\:I:+§<:>EI()\,M) € R? u(x) :)\7—1—1—54—#.
A .
Quand X parcourt R, 3 fait de méme donc
25
SG:{UZSL’I—>/\$2+B+,M,()\,,LL) €R2}.




Remarque : on pouvait aussi remarquer que

zu'(x) — u'(z) 2

(G) & Vz € R, =2’ e VreRV(z) =0

xr2

u/(x) 3 4

ounv(z) = .donc (G) & IN e R,Vz € R, v(x) = T fieVre R, u'(x) = Sy

T 3 3
5 2

dott I\, 1) € R%, Ve € R, u(r) = — + A\ + .

15 2

e D’apres la question précédente, on a

5

Yy €Sp & v Py(r) € Sg & I\, pu) € R: Vo € R, 23y(z) = \a? + % Yo

donc finalement

Ao a?
Sp=<Ry:z— =+ += (A R? ¢ .

Probleme 3 : Une équation différentielle d’ordre 1 non

linéaire

1. (a)

(b)

1 1
Par hypothese, on a pour tout = €]0, +oo[, f'(x) = f (—) . Puisque f et z — — sont
x x

dérivables sur R* "est dérivable sur R* | comme composée de fonctions dérivables
+> +

*
sur R+.

1
On a pour tout z > 0, f'(z) = f (—) donc en dérivant cette égalité, on obtient pour
T

tout z > 0, f"(x) = —%f’ <é) .

1 1
Or, pour tout =z > 0, f'(z) = f (—) donc en appliquant cette égalité a —, on en
x x
1 1
déduit que pour tout x > 0, f (—) = f(z) d’ott pour tout = > 0, f"(z) = —— f(2),
x x

i.e. pour tout z > 0,22 f"(x) + f(x) = 0 donc | f est solution de (E') sur R,

Puisque pour tout z € R, x — €” est dérivable a valeurs strictement positives et que
[ est dérivable sur R% , on en déduit que z est dérivable sur R comme composée de
fonctions dérivables et on a pour tout z € R, 2/(x) = e* f'(e").

De méme, puisque f’ est dérivable sur R* d’apres la question 1.a), on en déduit que
7' est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et on a pour tout

v €R, () = e f'(e”) + (%) f"(e").
On a alors pour tout x € R,

d(w) =2 (@) +2(x) = € f1(e)+ (") f1 () —e" f(e") + f(e") = (") " (") + f(e").

D’apres la question 1.b), on sait que f est solution de (£’) sur R’ donc pour tout
x> 0,22f"(z) + f(z) = 0.

Or, pour tout z € R, e” > 0 donc en appliquant I’équation (E’) pour €, on en déduit
que pour tout x € R, (e*)2f"(e®) + f(e®) =0, i.e.

Ve € R, 2"(x) — 2/(z) + 2(z) =0,

ce qui prouve que | z est solution de (E”) sur R.

7



(b)

Soit (EC) : r* —r 4+ 1 = 0 I'équation caractéristique associée a (E").
OnaA=(-12-4x1x1= -3 <0 donc (EC) admet deux racines complexes

V3 1 V3

conjuguées que sont r; = 3 + 27 et ro = 5~ 27.

D’apres le cours, les solutions de (E”) sur R sont

Spr = {y x> es (/\COS (?m) + psin (?x)) (A ) € ]RQ}.

On a pour tout x € R, z(x) = f(e”) donc pour tout = > 0, z(In(x)) = f(e™®) =
f(x).

Or, puisque z € Sg» d’apres la question 2.a), on sait d’apres la question précédente

qu’il existe (\, i) € R? tel que pour tout # € R, z(x) = e2 </\ cos (\/—§x> + psin <£x>> )

2 2

Ainsi, pour tout > 0, f(x) = z(In(z)) " (/\ cos (? 1n(m)> + psin (%ﬁ ln(x)))

1.e.

I\, p) € R Ve >0, f(x) = Vo ()\ oS <\/7§1n(x)> + psin (%gln(x))) :

D’apres la question précédente, on a f(1) = Acos(0) 4 psin(0) donc | f(1) = .

Par ailleurs, puisque f est solution de (£) sur R, on a pour tout = > 0,

f(x)=7f <£) = % <)\cos (?hl (%)) + psin (?hl (i)))
(/\ cos (—?M(:ﬂ)) + psin (—?h(z)))
Vo >0, f'(z) = % <)\ oS (? ln(x)) — psin (? ln(a:))> :

Autre méthode : en dérivant ’expresson de f obtenue en question précédente, on
obtient pour tout x > 0 :

fl(x) = % ()\ Ccos (?h(x)) + psin <\/7§1n(x)>)

+Vz (—/\\/g in (? ln(x)> + MQ—fCOS (?1“95)))

1.e.

Vo >0, f(z) =

Bl

ou encore

S
2x

2\/x

_ L (()\ + 1V/3) cos (? ln(:zc)) + (1 — \V3) sin (? ln(x)>> :




(e) En utilisant la premiere formule obtenue par f’ en question précédente, on trouve
f'(1) =A
1
En utilisant la deuxieme formule, on trouve f'(1) = 5()\ + p/3) d'ont

1
Azé(A+u\/§)<:>2)\:)\+m/§

dott |\ = V3p.
(f) On a pour tout z > 0 :

217/ cos <£ln( ) — %) = 2T <COS <§1n(m)> Cos (%) + sin (?ln(:p)) sin (%))

= 2u/z <COS <§1n(m)> ?"‘Sl (?1 (x )) >

1
2
= Vz <\/§M cos <§ln(a¢)> + psin <—ln ))

Or, d’aprés la question précédente, A = v/3p donc pour tout = > 0 :

241/ cos (? In(z) — g) =z ()\ cos (?ln(:ﬁ) + psin <\/7§ ln(m))) :

3
i.e.|pour toutx > 0, f(z) = 2u\/z cos (\/7_ In(x) — %) (en utilisant 'expression de

f obtenue en question 2.c)).

2 6

La fonction g est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R et on

3. Soit ¢ € R. Soit ¢ : x + ¢\/x cos <£ln(x) — z) :



a pour tout x > 0:

Jd(z) = ¢ cos (ﬁ In(z) — %) — T X ﬁsin <\/7§ In(z) — %)

c - V3 T /TN . V3 m
- G (e @on (S 5) - ()on (S0 -5))

| S

In(z) — —) (par parité de cos)

donc | g est solution de () surR?.

. Dans les questions 1 et 2, on a montré que si f est une solution de (E) sur R*, alors il
existe une constante ¢ (en posant ¢ = 2u) telle que pour tout = € R,

™

f(x) = ev/x cos <\/7§ In(z) — E) .

Réciproquement, on a vérifié dans la question précédente que toutes les fonctions de cette
forme étaient bien solutions de (E) sur R7.
Finalement, on a donc bien

SE:{f:m—)c xcos(?ln(x)—%),ceﬂ%}.

3
. Soit f une solution de (F). Il existe ¢ € R tel que pour tout z > 0, f(z) = ¢y/z cos <§ In(x) — g) )

On a alors

f(l):\/§<:>ccos<—g): 3@0?:\@@0:2

donc I'unique solution f de (E) vérifiant f(1) = /3 est la fonction | f : 2 — 2/z cos (? In(x) — %) :

2 z—0t

déduit que | lim f(z) = 0.

z—0t

3
La fonction x +— cos <£ In(z) — %) est bornée et lim v/ = 0 donc par produit, on en

10



