LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Liste d’exercices n°14 Variables aléatoires

Exercice 1. Soit n € N*,
Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes prenant toutes les valeurs entieres entre
1 et n, avec pour tout k € [[1,n],

1. Calculer P(X =Y).
2. Calculer P(X >Y).
3. Déterminer la loi de X — Y.

Exercice 2. Soit n > 2.

Soient (Xj)i1<k<n des variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de pa-
rametre p €0, 1].

Pour tout k € [1,n — 1], on considere I'événement Ay = (Xi # Xyi1)-

1. Calculer P(Ax N Ag41) pour tout k € [1,n — 2].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les événements (Ay)1<x<n—1 soient
deux a deux indépendants.

Exercice 3. Soient n un entier naturel non nul et p un élément de [0, 1].

1
Soit X une variable aléatoire telle que X < B(n,p) et soit Y = T X
Déterminer la loi de Y et calculer son espérance.

Exercice 4. Lors d’un TIPE sur le comportement des animaux, des éleves font I'expérience
suivante : un rat est placé dans une boite ayant quatre portes de sortie d’apparence identique.
L’une d’elles est dite bonne et les trois autres mauvaises. Chaque fois que le rat choisit une
mauvaise porte, il recoit une décharge électrique désagréable et est ramené a son point de
départ, et cela jusqu’a ce qu’il choisisse la bonne porte. Il est alors récompensé.

Le groupe de TIPE fait 'hypothese suivante : le rat a une excellente mémoire. A chaque nouvel
essai, il évite les mauvaises portes choisies précédemment et choisit de fagcon équiprobable une
de celles qu’il n’a pas encore essayées.

1. Déterminer la loi du nombre d’essais T' effectués par le rat avec cette hypothese.

2. Au bout de combien d’essais le rat peut-il espérer sortir ?

Exercice 5. Soit n un entier naturel non nul. On considere n cartes numérotées de 1 a n. On
permute au hasard les cartes de ce jeu et on note Y la variable aléatoire égale au nombre de
cartes qui occupent leur place naturelle.

Pour tout k € [1;n], on dit que la carte numéro k est a sa place naturelle si c¢’est la k-iéme en
partant du haut du paquet.

Pour tout k € [1;n], on appelle X}, la variable aléatoire qui vaut 1 si la k-ieme carte est a sa
place et 0 sinon.

1. Donner un lien entre Y et les X}.
2. Montrer que E(Y) = 1.



Exercice 6. Soit n un entier naturel non nul. On effectue deux tirages successifs avec remise
dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On note M le plus grand numéro
obtenu.

Déterminer la loi de la variable aléatoire M puis calculer son espérance.

Exercice 7. Soit un entier b > 2. Deux urnes A et B contiennent au total b boules a I'instant
0.
A chaque instant n € N, on sélectionne une boule au hasard et on la change d’urne.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans I'urne A a I'instant
n (apres le tirage).
2
1. Pour tout n € N, montrer que E(X,,11 — X,,) =1 — EE(Xn)
2. Expliciter E(X,,) pour tout n € N puis déterminer lim E(X,).
n——+00

Exercice 8. Soit n € N*. On suppose avoir choisi 2n lapins au hasard et un par un dans un
enclos. Chaque animal possede indépendamment des autres une probabilité égale a % d’étre un
male.
Soit C' la variable aléatoire égale au nombre de couples male-femelle qu’on puisse former arbi-
trairement avec les 2n lapins (attention : C' n’est pas le nombre de fagons de faire des couples;
par exemple : avec 3 males et 5 femelles, on peut faire 3 couples).

1. Si M désigne le nombre de males, donner la loi de M puis exprimer C' en fonction de M.
2. En déduire la loi de C.

3. Déterminer une expression simple de 'espérance de C' via la formule de transfert.

Exercice 9. Soit n > 1.
Soient (Xj)i1<k<n des variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de pa-
rametre p €10, 1].

n n—1
Posons pour tout entier naturel k € [1,n — 1], Yy = X3 Xg11, S, = ZXk et V,, = ZYk.
k=1 k=1

1. Calculer E(S,) et E(V},).
2. Calculer V (S,,) et V(V},).



