LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°9

Exercice 1 : Matrices de rotation

_ (cos(0) —sin(0)\ (1 0 —
1. R(0) = <sin(0) cos(0) ) =0 1 donc | R(0) = I, |.
. _ (cos(m) —sin(m)\ (-1 O —
De méme, R(m) = (sin(w) cos(m) ) = ( 0 _1) donc | R(0) = —15 |
2. Soient (6,6") € R?. On a les équivalences suivantes :

wo =m0y () ) = () ) e { ol = i

d’ou finalement | R(0) = R(#") < 6 = §'[2x].
3. Soit § € R. La matrice R(6) est symétrique si R(6)T = R(6). Or, on a les équivalences :

ROY = 1(6) & () ) = (Gotg) ity ) = sin®) = = sin(d)  sin(6) =0

donc | R(0) est symétrique si et seulement sif = 0[r].

4. Soit § € R. La matrice R(f) est antisymétrique si R(9)T = —R(#). Or, on a les
équivalences :

RO = —R(9) & <_C(;i§?g) EE;EZ))) = (: Z?r?((gg _Slcr(l)(se()e)) < cos(f) = — cos(0) < cos(f) =0

i
donc | R(#) est antisymétrique si et seulement sif = 5[#]

5. Soit § € R. On a det(R(0)) = cos(f) cos(f) — sin(#)(—sin(h)) = cos?(#) + sin*(#) donc
det(R(0)) =1
Puisque det(R(#)) # 0, on en déduit que R(#) est inversible et

1 1 cos(f) sin(f)\ [ cos(f) sin(f)\ T
RO = det(R(0)) <— sin(0) cos(@)) N <— sin(6) cos(@)) = R(O)".

D’autre part, puisque cos(—6) = cos(#) et sin(—6) = —sin(#), on remarque que

A ) B o fvert) B

Ainsi, on a bien |V0 € R, R(9)™' = R(—0) = R(H)".




6. Soient (6,6') € R?. On a

, cos(f) —sin(0)\ [cos(f') —sin(6
RORE©) = <sm((9§ cos(é) ) (sm 0")  cos( 9’))>
_ <cos(9) cos(0') — sin(@) sin(0') —sin(#') cos(0) — sin(f) cos(@’))
sin(#) cos(6') + sin (") cos(6) cos( ) cos(6') — sin(0) sin(6’)
~ [cos(@+6) —sin(0+¢)
N (sin(Q +6)  cos(6+6) )
= R(O+10).

De méme, R(0')R(0) = R(6'+0) = R(0+6') donc|V(0,0) € R%, R(O)R(¢') = R(0')R(0) = R(0 + 0').

7. e Montrons par récurrence que pour tout n € N, R(6)" = R(nf).
Pour n =0, on a R(0)° = I, = R(0) donc la propriété est vraie au rang n = 0.
Soit n € N fixé tel que R(0)" = R(nf). Alors on a

R(O)™ = R(0)"R(0) = R(nf)R(0) = R(nf + 0) = R((n +1)9),

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.

e Etendons la formule aux entiers n < 0. Soit n < 0. On a —n > 0 et par définition,
puisque R(f) est inversible

R(O)" = (R()™") ™" = (R(=0)) " = R(—n(=0)) = R(nd).

Ainsi, |Vn € Z, R(6)" = R(nf).
8. Soit 6 % 0[].

(a) Soit X = @") € M51(C). On a

rox=ex o (3 ) ()= ()
cos(0)x — sin(f)y
sin(0)x + cos( 9)y> ( )

(cos(0) — €Yz — sin(9)y
< { sin(6)z + (cos(f) — )y = 0
—isin(f)r —sin(@)y = 0
< { sin(f)x —isin(f)y = 0
—ir —y
{ r—1y = 0
» :

i

car  # 0[] donc sin(f) # 0

= —ix.

L’ensemble des solutions de R(A)X = e X est {X = <—$zx) =z <_12) X € R} :




(b) Soit X = (;) € My (C).

=

i sm(@)x — sin
sin 0)3: + isin

0s 9)95 — sin 0)y
sm( x + Cos(@)y

e}
—~~ —~

>:<;—:

car @ # 0[r] donc sin(#) # 0

L’ensemble des solutions de R(A)X = e X est {X = <

T
1T

() renl

1 1
—i 1

(c) Soit P = (

On adet(P)=1x1i—(—i) X

1
En utilisant le fait que — =
i

Enfin, on a

-1

P'ROP =

(

A N = N = N

1=141=2i+# 0 donc P est inversible et

g (i

—1, on trouve

E

1

2i

(

—1

0

) (Gl

)
(COS(G) + i sin(6)
cos(0) )

— isin(f

0

0

donc [ PT'R(O)P =

o0
0

—1i0

cos(6) + isin(f)

— sin(0)
cos(0)

0

) )
—sin(6) + i cos(

—sin(f) — i cos(
(2 cos(6) + 2isin(6)

o) ()

2 cos(6) — 2i sin(@))

cos(f) — isin(0)

Exercice 2 : Trace d’une matrice

3
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3

Ona Tr(MN)=—-134+31+3=21et Tr(NM) =14+ 0+ 7 = 21 donc

Tr(MN) = Tr(NM).

. (a) Soit A € M, (R). On a

n n

Tr(A”) = Z(AT)” = Z @i

=1

ot VA € M, (R), Te(AT) = Tr(A).
(b) Soient (A, B) € M, (R)?, soient (A, ) € R%. On a

n

Tr(AA + pB) = Z(AA +puB)i; = Zn: Aa;; + pbi; = A 2”: @i+ z": bi i
=1 =1 =1

=1

dott [V(A, B) € M, (R)2,Y(A, 1) € RE, Tr(AA + uB) = ATr(A) + uTr(B).
(c) Soient (4, B) € M,(R)?. On a

n n

Tr(AB) =) (AB)i; =Y > aigbji=»_ > bai; =Y (BA);; = Te(BA).

i=1 =1 j=1 7j=1 =1 j=1

Ainsi, |V(A, B) € M, (R)? Tr(AB) = Tr(BA).
(d) Soit A € M, (R), soit P € M, (R) inversible. D’apres la question précédente, on a

Tr(P'AP) = Tr((P~'A)P) = Tr(P(PtA))

d’ott | Tr(P~tAP) = Tr(A).
a b

4. Soit A = <c d) € Ms(R).

On a Tr(A) = a+d et det(A) = ad — be d’ou

A? —

d’ou

Tr(A)A + det(A)y — <a2—|—bc ab+bd) B ((a+d)a (a+d)b) N (@d_bc 0

ac+ cd be + d?

- (0 0)

VA € My(R), A* — Tr(A)A + det(A)ly = 0,.




