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Exercice 1 : Suites arithmétiques

1. def raison(L,r):
for k in range(len(L)-1):
if L{k+1]-L[k]!=r:
return False
return True

2. def estArithmetique(L):

r=L[1]-L[0]
if raison(L,r):
return r

return(’Pas arithmétique’)

Exercice 2 : Une famille de matrices

1. Soient a et b deux réels.
e Sia =0, on a clairement M(a) = M(b).

e Réciproquement, si M(a) = M (b), alors (M(a))12 = (M(b))12 d’ott a = b.

On a donc bien montré que | M(a) = M(b) < a = b.

1 00
2.0na|MO)=(0 1 0| =1;.
0 01

3. Soient (a,b) € R?. On a

1—2a a a 1—2b b b
M(a)M(b) = a 1-2a a b 1-2b b
a a 1—2a b b 1—2b
1 —2(a+b—3ab) a+b—3ab a+b—3ab
= a+b—3ab 1 —2(a+b— 3ab) a+b—3ab

a-+b—3ab a+b—3ab

d’ou | M(a)M(b) = M(a + b — 3ab).
4. Soit a € R.
Onaa+b—3ab=0<b3a—1)=a.

1
oSia#g,onaa—Fb—Sab:O@b:g T
a_

3a—1 3a—1 3a—1

1 —2(a+b— 3ab)

‘ 1
On a alors M(a)M (3%5) = M(a+ 325 — az> ):M(O):I;;doncsia#g,]\/[(a) est

a

inversible et son inverse est M(a)™' = M (325) .




o

0
) n’est pas inversible.

11 111
5 3 Lo+Lo—1L1 5 5 3
: 1 1 § o9 LycLs—L 2 3 3 . 1
e Sia= 3 MGE) =135 3 — 0 0 0] donclamatrice M(3) est de rang
1 1
3 0
3 3

OO [0 =

1 # 3, ce qui prouve que M (

1
Finalement, | M (a) est inversible si seuelement sia # 3 et dans ce cas, M(a)™' = M (3 ¢ 1) :
a p—

5. (a) Soit ag € R. On a les équivalences suivantes :
M(ag)* = M(ap) < M(2ag — 3a3) = M(ag) d’apres3)
2a0 — 3a; = ap d’apres1)
ap — 3a2 =0
ao(1 — 3ap)

T ¢

ap=0 ou ayg=-—

Wl

Ainsi, le seul réel ag non nul tel que M (ag)? = M(ag) est | ag

Wi
|
W=

(b) On a B = M(ag) = M(3) = etC=L—-—B=|-

WL [ =
W [ |
W W W =
W=

%

D’apres la question précédente, = M(ag)* = M(ao) = B.

Ensuite, on a BC' = B(Is — B) = B— B> =0 d’ott | BC = 0. |
De méme, OB = (Is — B)B= B — B? d'out |CB = 0.]
Enfin, 2 = (Is — B)? = [y — 2B+ B* = I; 2B+ B=I; — B d'ott | C2 = C.]

6. Soit a € R.

(a) On a
1—2a a a 111 2 _1 _1
3 3
M(a) = a 1—2a a = % % % + (1 — 3a) —% %1 —22
a a 1—2a 303 3 ~3 T3 3

donc M(a) = B + aC pour

(b) D’apres la question 5.b), les matrices B et aC' commutent puisque
B(aC) =aBC = (aC)B =

donc d’apres la formule du binome de Newton, on a pour tout entier naturel n € N* :

n n N\ ok n—k n n—k pkm—k
M(a)" = (B+(1-3a)C) kZ:O (k)B ((1—3a)0) kZ:O (k) (1—3a)" *BFC™*.
Pour tout k € [1,n—1], B¥*C"* = B*=Y(BC)C"*taveck—1>0etn—k—12> 0.
Puisque BC = 0, on en déduit que pour tout k € [1,n — 1], B¥C"~* = 0.

Ainsi, dans la somme ci-dessus, seuls les termes pour £ = 0 et kK = n sont non nuls
et on a pour tout n € N*, M(a)* = B" + (1 — 3a)"C".

Or, d’apres la question 5.b), B2 = B et C? = C donc, par une récurrence immédiate,
on a pour tout n € N*, B" = B et C" = C.

Ainsi, M(a)? = I3 et pour tout n € N*, M(a)" = B+ (1 — 3a)"C, i.e.

n

1+2(1—=3" 1—(1-3)" 1—(1-3)"
VneN M@ =-|1-@1=3" 14+201-3)" 1—(1-3)
1—(1=3" 1-(1-3)" 1+2(1—3)"




Exercice 3 : Un systeme différentiel

1. On a pour tout réel ¢
LA 2 D e = (0) = (3 5) () » ¥ = ax

-3 8
avec | A = (_2 5) )

2. (a) Soit A € R. On a les équivalences suivantes :

A — My n’est pas inversible < det(A — A\p) =0 < ’ _3_; A8

dott (=3—=N)B =N +16=X2-22+1=A-12=0<|A=1]

a

(b) Soit U = <b> . On a les équivalences :

AU - U o -3 8 a\ _[a - —3a+8 = a o —4a+8 = 0
- -2 5 b) \b —2a-+5b = b —2a+4b = 0

d’olt @ = 2b. Finalement, les matrices U € My ;(R) telles que AU = U sont

o= ()= () e

1 0 -1 0 1
_ . —1 — A 1 -1 =
3. Onadet(P) = —1. Puisque P qt(P) (_1 9 ) ,on en déduit que | P <1 _2) .

4. On calcule :

ra- () (2266
dott | P1AP =T

5. (a) Soitt € R.Ona (5;8) =Y(t)=PX(t) = (? _12) (28) B (xl(t)mi%)xg(t))

d’ou

On a alors

o= (0 ) () () - () v

On a donc bien montré que | pour toutt € R, Y’(t) = P71 X'(¢).
On a montré que P~'AP =T donc P~'A = TP~!. Ainsi, pour tout réel ¢,

Y'(t)= P'X'(t) = PT'AX(t) = TP'X(t) = TY (1).

On a donc bien montré que |pour toutt € R, Y'(¢t) = TY (¢).




(b) L’égalité matricielle montrée a la question précédente s’écrit sous la forme d’un

systeme : pour tout réel t,Y'(t) = (1 _2> <y1 (t)) donc

{ (1) = w(t) —2u(t)
ya(t) = ya(t)

Les solutions de la deuxieme équation sont les fonctions

{yQ:tHuet,uER}.

(c) En injectant dans la premiere équation, on trouve pour tout ¢ € R,

(B) : 4} (1) — (1) = —29s(t) = —2pc".
On résout d’abord ’équation homogene (H) : yi(t) — y1(t) = 0 dont les solutions
sont les fonctions 1, : t — Ae, ol A est une constante réelle.

On résout ensuite () en utilisant la méthode de variation de la constante.

Soit y; définie pour tout ¢t € R par y;(t) = A(t)e! ot A : R — R est une fonction
dérivable.

On a alors les équivalences suivantes :
(1) —yu(t) = 2ue" & (N(t) + A(t))e" — A(t)e’ = —2pe’
& N(t)=—2u
& AMt)=2ut+ M AeR
& yi(t) = et — 2ute’.

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions

{y1 1 t—> Xe' —2ute’, X € R}.

(d) Pour tout t € R,

Y () = (/\et — 2t,utet> '

e
Ainsi, pour tout t € R,

2 1\ [ el —2utet 2\ + p)et — dutet
X(1) = PY (1) = (1 0) ( et ) = << A outel >

ot (A, ) € R2
Il existe donc bien deux constantes (A, 1) € R? telles que pour tout réel ¢,

r1(t) = (2 + p)et — 4dute’ ]
{ 332(75) = )\et — 2,ut€t ) ()\7 N) € R .

On a les équivalences suivantes :

z1(0) = 1 20+pu = 1 pw = —1
{IQ(O)_l(:’{ A= 1 T A= 1

L’unique couple de solutions (z1,x9) vérifiant x1(0) = 22(0) = 1 est donc

zi(t) = e +dte!
{ xQ(t) = el 4+ 2tet 7 pour toutt € R.




Probléeme 1 : Une suite récurrente linéaire d’ordre 3

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1.

Soit A € R tel que 'équation AX = AX admette une solution non nulle. Cette équation
équivaut a (A — A3)X = 0. Or, pour tout réel A, cette équation admet la solution nulle
et celle-ci est unique si et seulement si A — A3 est inversible.

On cherche donc a déterminer les réels A pour lesquels A — AI3 n’est pas inversible, ¢’est
a dire les réels A pour lesquels rg(A — A\3) < 3.

Soit A € R. Echelonnons la matrice A — A\I3.

A 10 2 1 2-)\ 2 12—
A= 0 —x 1 | "o —x 1 |BHEMl g ) 1
2 12— A 10 0 2—X A2—2)
2 1 2\ 2 1 2\
bochala [ g g 2qpong1 | YR [0 2 2ot
0 2-X  A2—2) 0 0 N—2X2-)\+2

Or, (A*—=2X2 = A +2) = (A= 1)(A+1)(A —2) donc on a les équivalences

rg(A— M) <3 N -2 - A+2=0& ) {l,-1,2}.

’Les réels cherchés sont donc 1, —1, et 2. ‘

. (a) On a les équivalences suivantes :

0 1 0 T x Y = x
AX=X< |0 01 yl=1y| <& z =y Sr=y==z
-2 1 2 z z —2r4+y+2z = =z
x 1
donc | ’ensemble des solutions de AX = Xest < X = x| =2 1],z €R.
x 1
(b) On a les équivalences suivantes :
0 1 0 x — Y = —x
AX=-Xo|0 01| [y]l=(-v]|e 2 = —y @{g:
-2 1 2 z —z —2r4+y+2z = —z
x 1
donc |’ensemble des solutions de AX = Xest { X =| -z | =2 | —-1],z€R.
x 1
(¢) On a les équivalences suivantes :
0 10 x 2z Y = 2z _
AX=2X< |0 0 1] |y] =] = 2 = 2 @{Z:
-2 1 2 z 22 —2r+y+2z = 2z N

1
donc |I’ensemble des solutions de AX = Xest { X =2z | =2 2],z R
4

2
4x



3. (a) Echelonnons P en utilisant la méthode du pivot de Gauss afin de déterminer l'inverse

de P si P est inversible.

1 1 1|1 0 0\ LolLo-, /1 1 1|1 0 0 2 0 3|1 10
1 -1 2/0 10 |™E o —21]-1 10|20 —21[-110
1 1 4]0 0 1 0 0 3/-101 0 0 3/-101
Ll%%Ll
bbby (20 0] 2 1 -1\ ™7sf /1001 § -}
Pl | g 6 0|—2 3 -1 | 5" [0 10|12 1 1
0 0 3[-10 1 00 1[—-3 0 3
On voit des la deuxieme étape que P est de rang 3, donc P est inversible et
1 1
Ly 6 3 -3
p—1:1_112%2_31
3 . 0 2 0 2
3 3
(b) On a
1 6 3 -3 0 10 1 1 1
P*lAP:62—31 0 0 1)1 -1 2
-2 0 2 -2 1 2 1 1 4
1 6 3 — 1 1 1
= -1-2 3 — 1 -1 2
—4 0 4 1 1 4
0 0
1
= (0 =6 0
0 0 12
1 0 O
donc|P7'AP=(0 -1 0] =D
0 0 2
1 0 0
(¢) Puisque D est une matrice diagonale, on a pour toutn € N, D" = | 0 (=1)" 0
0 0 2"
d’ou
1 0 0
VneN,D"= [0 (=) 0
0 0 2"

Montrons par récurrence que pour tout n € N, P~1A"P = D".

e Pour n =0, on a P'A°P = P7'[3P = P7'P = I3 = D° donc la propriété est
vraie au rang n = 0.

e Soit n € N fixé tel que P~'A"P = D". D’apres la question 2.(b), P7*AP = D
donc

D" =D"D = (P'A"P)P'AP = P 'A"(PP ) AP = P 'A"[3AP = P AT P,

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et achéve la récurrence.
On a donc bien montré que |¥n € N, P'A"P = D"




(e) D’apres la question précédente, pour tout n € N, on a P~1A"P = D" d’ou en
multipliant & gauche par P et & droite par P~ :

PD"p~! = pplAnpp~t = A
On a donc pour tout n € N|
1 1 1 1 1 0 0 6 3 -3
A”:61—12 0o (=)™ 0 2 -3 1
1 1 4 0 0 2m -2 0 2
1 1 (=1n 2n 6 3 -3
= 5 1 (—1)’””rl onl 2 -3 1
1 (=" ont2 -2 0 2
LG22 B (-1 34 (1) 42
= |62 =2 31+ (=17 =3 ()T 2
6+2((=1)" =22 31+ (=1)") =34 (=1)"+2"3
6+2((—1)"—=2") 31+ (=1)") =3+ (=1)"+ 2"
donc|Vn € NJA" = = [ 6+ 2((—1)"* — 27ty 3(1 4 (—=1)") =3+ (1) 4 2n+2
6 + 2((_1)11 _ 2n+2) 3(1 + (_1)n+1) _3 + (_1)n + 2n+3

Partie II : Etude de la suite

1. def masuite(n):

U=[-6,0,0]
for k in range(3,n+1):
U.append (2*U[-1]+U[-2]-2%U[-3])

return Uln]

2. Soitn € N. On a

0 10 Up, U1
AXn = 0 01 Up+1 = Up+-2
-2 1 2 Un+2 —2Up + Upt1 + 2Up42
Or, pour tout n € N, on a u, 13 = 2Up12 + U1 — 2u, donc
Up+1
pour toutn € Ny AX,, = | upio | = Xpnta-
Un 43

3. Montrons par récurrence que pour tout n € N, X,, = A" X.

e Pour n =0, on a A°X, = I3X,

= Xy donc la propriété est vraie au rang n = 0.

e Soit n € N fixé. On suppose que X,, = A" X,. Alors d’apres la question précédente,

Xoi1 = AX, = A(A"X,) =

ce qui prouve la formule au rang n + 1.

An+1X0,

On a donc bien montré par récurrence que ‘pour toutn € N, X,

== AnXQ




Uo —6

4. OH a XO = Uq = O
Uz 0
D’apres la question précédente et le résultat de la premiere partie, on en déduit que pour
tout n € N
Un 6+2((-1)"—2") 31+ (=1)"*) =3+ (=1 +2""! —6
Unpr | = = | 64+ 2((=1)" =2 31+ (=1)") =3+ (=D 202 |0
wnya) O\ 64+ 2((=1)m =272 B(14 (1)) =34 (—1)n 420t 0

d’otu, en considérant la premiere ligne de la matrice obtenue,

pour toutn € N, u, = —6 + 2(2" + (—1)"*).

5. On a pour tout n € N, u, > —6 +2(2" — 1) = 2" — 8,
Or, puisque 2 > 1, lim 2" = 400 donc lim 2"*' — 8 = 4-c0.

n—-+o0o n—-+o0o

Par comparaison, on en déduit que | lim wu, = 4o0.
n——+00

Probleme 2 : Des suites et des logarithmes

Partie I : La série harmonique

1. Posons pour tout t > —1, f(t) =t — In(1 +¢) (ce qui est bien défini car 1 +¢ > 0). La
fonction f est dérivable sur | — 1, +0o[ comme composée de fonctions dérivables et on
1 t
Vit -1, f(t)=1- — = ——
TAY L+t 1+t
Pour tout ¢ > —1,1 +¢ > 0 donc le signe de f’(t) est celui de ¢. Ainsi, pour tout
t €] —1,0[, f'(t) < 0 et pour tout t > 0, f'(t) > 0 donc f es strictement décroissante sur
| — 1,0] et strictement croissante sur [0, +o00].
On en déduit que f admet un minimum en 0 donc pour tout ¢t > —1, f(¢) > f(0) = 0.
Ainsi, pour tout t > —1,¢ — In(1 4+ ¢) > 0 donc

pour tout? > —1,In(1 +¢) < t.

2. On a pour tout n € N*,

& 1 & k+1 -
T,=) In (1 + E) => In (%) = In(k+1) = In(k) = In(n + 1) — —in(1)
k=1 k=1 k=1
donc | pour toutn € N*, T, = In(n + 1).
lir+n n+1 =400
. ns-Foo . o S
Puisque lirf In(z) = 400 donc par composition de limites, on en déduit que
T—r+400

lim In(n+1) =+oco dou| lim T, = +oo.

n—+oo n—+oo
3. Soit n € N*.

1
En appliquant la premiére question, on a pour tout k& € [1,n], puisque z > —1,

1 1
In{l+-)<~-.
n( +k> 2




n n
1 1
En sommant cette inégalité, on obtient Zln (1 + E) < T i.e. pour tout n €
k=1
N* T, < S,.
Puisque lirf T,, = 400 d’apres la question précédente, on en déduit par comparaison
n——+0oo
que| lim S, = +oo.
n——+00

. def seuil(A):

S=0

n=0

while(S)<=A:
n+=1
S+=1/n

return(n)

. Soit n € N*. On a

n+1 n
1 1 n 1 n
tn 1=t = Sn1—In(n+1)=Sa+lnfn) = Z E_ EHH (n + 1) T+t 1+ln (n + 1)

d’ou [pour toutn € N* u,11 — u, —i— In (1 )
n+1
1 1 1
Or, pour tout n > 1,n+1 > 2 donc ——}—— > —1douln(1-— < -
n+1 2 n+1 n+1

1
d’apres la question 1, ce qui implique que pour tout n > 1, —— +1n <0,

n+1 T n+1

pour toutn = 1, u,11 — u, < 0}, c’est a dire que |la suite (u,),en+ est décroissante.

. D’apres le calcul effectué a la question précédente, on a pour tout n € N*,

1 . n 1 | n+1
Upe1 — Uy, = —— +1n = —1In
+ n+1 n+1 n+1 n
()
= —In(1+4+—).
n+1 n

d’ou [pour toutn € N* u, 1 — uy,

1
Montrons alors par récurrence que pour tout n € N*, u,, > —
n
1
e 1e s 1 1
elnitialisation : Pour n =1, on a u; = g 7= I donc la propriété
k=1

est vraie au rang n = 1.

1 1
eHérédité : Soit n € N*. On suppose que u,, > —. Montrons que u, 1 > pE
n n

D’apres le calcul fait précédemment, on a

1 1
il — —— =U,—In |14 —|.
o+t n+l n( +n>

1 1 1
Or, par hypothese de récurrence, u,, > — donc u,y; — —— > — —In (1 + —) =0
n n+1 n n
1 1
d’apres la question 1 appliquée a — > —1, ce qui prouve que U, = T
n n

: 1
On a donc bien montré par récurrence que |pour toutn € N* u,, > —.
n




1
7. D’apres la question précédente, on a pour tout n € N* u,, > — > 0 donc la suite (uy, ),en-
n

est minorée par 0.

Or, d’apres la question 5, la suite (u,),en+ est décroissante.

D’apres le théoreme de la limite monotone, on en déduit que la suite

(U )nens converge.

8. Par définition, on a pour tout n € N*| S, = w, + In(n) d’ott pour tout n > 2 (de telle
sorte que In(n) # 0), on a
Sn Up 1
In(n) In(n)
lm uw, = a€elR u
Puisque Eg;rofn (n) = +o0 on en déduit par quotient de limites que HETOO o (2) =
S

0, d'ou lm In(n)

Partie II : Une approximation de

1. On a pour tout n € N*,

= 1, ce qui prouve que

Sn ~ In(n

).

In(2)

2n 2n
(_1)k71 (_1)]{271 (_1)]471 1 -1
I e D N D Y
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
k impair k pair k impair k impair
Or,
{k € [1;2n], kimpair} = {2k+1,k € [0,n—1]} et {k € [1;2n], kpair} = {2k, k € [1,n]}
n—1 1 n 1
d’ou | pour toutn € N*, Ay, = Z T kz; o
On a de méme pour tout n € N*,
L2k E k:
k=1 k=1 k=1
k impair k pai

n—1 n

d’otu, pour la méme raison que précédemment, | pour toutn € N*, Sy, = ; 2kl+ 1 + ; i

2. D’apres la question précédente, on a pour tout n € N*,
— 1 "1 (&1 " G RN |
P R ( w1 _k:) "2 g2
= = k=0 k k=1 k=1

d’ou ‘pour toutn € N*, Ay, = Ss, — Sn.‘

3. Par définition de (u,)nen+, on a pour tout n € N*,

A

Or, v € R donc lim wug, =

n—-+o0o

lim wu, =
n—4o00

v, d’ou  lim

on = Son—3S, = (U +In(2n))—(u,+In(n)) = ugy,—u,+In(2)+1In(n)—In(n) = ug,—u,+1In(2).

Ugy — Uy =7y — 7 = 0.

n——+o0o

On a donc bien, par somme de limites,

lim AZn
n—-+o0o

= In(2).




4. e On a pour tout n € N*,

2n+2 (_1)]671 2n (_1)]{,1 1 1
2(n+1) 2 2n+2 2 ;; ;; k 2n+2+2n+1
donc la suite (Ag,)nen+ €St croissante.

e On a pour tout n € N*,

2n+3 (_1)14371 2n+1 (_1)]671 1 1
2(n+1)+1 2n+1 2n+3 2n+1 ; ; k 2n+3 2n—+2

donc la suite (Ag,11)nen+ est décroissante.

2n+1 (_1)k—1 2n (_1)k—1 1
e On a pour tout n € N* Ay, 11 — Ay, = g - — E = — 0
— k — k 2n + 1 n—+oo

donc lim As,i1 — Ag, = 0.
n—-+00

Les trois points précédents justifient que | les suites (As, )nen+ €t (A2, 11 )nen+ sont adjacentes.

D’apres le théoreme des suites adjacentes, on en déduit que la suite (Ag;,11)nen+ converge

et que nl—lgloo Agpi1 = nglfoo Ay, = In(2).

Puisque (Asgp)nen+ et (Agpi1)nens convergent vers la méme limite, ceci implique que

la suite (A, )nen+ converge | et que 1ir£1 A, =1n(2).
n—-—+0oo

5. Puisque la suite (Ag,)nen+ est croissante et converge vers In(2) = sup{Aq,,n € N*} on
a|pour toutn € N*, Ay, < In(2).

De méme, puisque la suite (Ag,11)nen+ est décroissante et converge vers In(2) = inf{ Ay, 11,n €
N*}, on a|pour toutn € N*, Ay, > In(2).

On a donc bien |pour toutn € N*, Ay, < In(2) < Agpi1.

6. Soit n > 1.
e Si n est pair,il existe un entier £ € N* tel que n = 2k et on a d’apres la question
précédente :

1 1

A, —In(2)| = |49, —In(2)| = In(2) — Ay < A — Ay = = )
| n(2)| = [Agyp — In(2)| n(2) 2k 2k+1 2% %+ 1 ]

e Si n est impair, il existe un entier k£ € N tel que n = 2k + 1 et on a d’apres la question
précédente (puisque Agio < In(2)) :
1 1

|Ap —In(2)] = [Aggyr — In(2)] = Ageyr — In(2) < Agpyr — Aoy = i il

1
Dans les deux cas, on a bien [Vn > 1,|A, — In(2)| < 1
n

7. Soit € > 0. D’apres la question précédente, pour que |A, — In(2)| < g, il suffit que

< €, ce qui justifie le programme suivant :
n+1

def approx(epsilon):
A=0
n=0
while 1/(n+1)>epsilon:
n=n+1
A=A+((-1)**(n-1))/n
return A



