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Etude d’une marche aléatoire

On considere trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le déplacement
aléatoire d'un pion se déplagant sur ces trois points.

A T'étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement du
pion respecte les deux regles suivantes :

e le mouvement du pion de I'étape n a 1’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion a
I’étape n, plus précisément il ne dépend pas des positions occupées aux étapes précédentes ;

e pour passer de l’étape n a 1’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de
rester sur place, sinon il se déplace de maniere équiprobable vers I'un des deux autres points.
Pour tout n € N, on note A,, I'’événement < le pion se trouve en A a I’étape n >, B,, 'événement
< le pion se trouve en B a I’étape n »et C, 'événement < le pion se trouve en C' a ’étape n >.
On note également :

Pn
Vn € Napn - P(An>’ dn = P(Bn)7 'n = ]P)<Cn) et Vn - dn s

T'n

2 11
1
et on considere la matrice M = 1 1 2 1] eM;3[R).
11 2

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1. Déterminer les deux réels A pour lesquels il existe une matrice colonne X € M (R)
non nulle vérifiant MX = A X.

2. Trouver toutes les matrices colonnes X € M (R) telles que :

(a) MX = X,
(b)y MX = iX.
1 1 0
Posons P=|1 0 1
1 -1 -1

3. Montrer que P est inversible et calculer P!,
4. Calculer P~*MP. On note D la matrice diagonale obtenue.
5. Montrer que pour tout n € N,
1 42 4" -1 4" -1
Mn:3><4" g —1 4" 42 4" -1
4" —1 4" —1 4"+ 2

Partie II : Calcul des probabilités

1. Calculer les nombres pg, qo, 70, P1,q1 €t 71.

2. Démontrer que pour tout n € N, on a la relation V,, .1 = MV,,.

3. En déduire que pour tout n € N, V,, = M"V,, puis une expression de p,,q, et r, pour
tout n € N.

4. Déterminer les limites respectives des suites (p,)nen, (Gn)nen €t (7n)nen. Interpréter le
résultat.



Partie IITI : Nombre moyen de passages en A

Pour n € N*, on note a,, le nombre moyen de passages du pion en A entre I’étape 1 et I'étape
n et on définit pour tout k € [1,n] les variables aléatoires :

Y, 1 si Ay est réalisé,
P71 0 siAyest réalisé.

1. Interpréter la variable aléatoire X; + --- 4+ X,, et le nombre E(X; + -+ X,,).

2. Calculer 'espérance de la variable aléatoire X,, pour n € N*.

3. En déduire une expression de a,, pour tout n € N puis un équivalent de a,, quand n tend
vers +o00.



Corrigé

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1. Soit A € R tel que I'équation M X = A X admette une solution non nulle. Cette équation
équivaut a (M — AI3)X = 0. Or, pour tout réel A, cette équation admet la solution nulle
et celle-ci est unique si et seulement si M — A3 est inversible.

On cherche donc a déterminer les réels A pour lesquels M — A3 n’est pas inversible, ¢’est
a dire les réels A pour lesquels rg(M — A\3) < 3.
Soit A € R. Echelonnons la matrice M — Al5. On a

2 — 4\ 1 1 1 1 1 2 — 4\ Lo<Lo—1L1
M-Az==| 1 2—4x 1 |Ree2 1 9_y4y 1 |5Brltyon
A 12— 4\ oy 1 1
(11 92— 4\ (11 92— 4\
“10 1—4) 4\ —1 Lalafle — L 4\ 4\ —1
0 4A—1 —16A2+ 16\ —3 Y\o 0 —16)M2+420r—4

Observons que —16A% +20\ —4 = —4(4\* =5\ +1) = —4(A—1)(4\ — 1) donc les racines
de ce trinome du second degré sont 1 et }1.
1 1 1 11
e Si\= 7 on obtient 2 0 0 0] doncrg(M —1I5)=1<3.
000
1 1 -2
eSiA=1,onobtient — |0 —3 3 | doncrg(M —I3) =2 < 3.
0 0 0
e SiA¢ {3,1},onal—4X#0et —16A% + 20\ — 4 # 0, donc rg(M — A3) = 3.

—_

1
Les deux réels cherchés sont donce 1 et 1.

x
2.(a) Soit X =[y|.Ona
z
x x
MX =X & AM y | =41y
z z
2r4+y+2 = 4o
& r+2y+z = 4y
r+y+2z = 4z
—2r4+y+z = 0
& r—2y+z = 0
r+y—2z = 0
Lo2Lo+Ly —2x4+y+z = 0
= 3y+32 = 0
3y — 3z =0
{x = z
<
y = z
x 1

donc | I’ensemble des solutions de M X = Xest K X =[x | =z 1],z €R.




(b) Soit X = [y |.Ona
z
1 x x
MX:ZX S AMlyl =1y
z z
2x4+y+z = x
& rT+2y+z = y
r+y+2z = =z
& r+y+z2=0
&S z=—x—1.
x T 1 0
Ainsi, X = |y | = Y =z| 0 | +y| 1
z —x —y —1 —1
1 1 0
Ainsi, |’ensemble des solutions deMX:ZlXest X=x|0 |+y|[ 1], (x,9) €R?
-1 -1
1 1 0
3. Posons P=|1 0 1
1 -1 -1
Calculons P~! par la méthode du pivot de Gauss.
1 1 0 1 0 0 Lo+ Lo—1L1 1 1 0 1 0 0 Li<+Li+Lo2
1 0 1]010 ™o -1 1 |-11 0 |"Es2
1 —1 —-1]0 0 1 0 -2 —-1/—-1 0 1
Lle%Ll
L0 1[0 1 0\mestarse (3 0 01 1 1Y\ Py
0 -1 1|-1 1 0 |==28"0o 3 0|2 11 —3
0o 0 -3 1 =21 o 0 -3/1 -21
1 1 1
L0 g 5 3
0015 7l
00 1j-3 35 —3
1 1 1 1
On obtient P—l_g 2 -1 -1
-1 2 -1
4. On a
1 1 1 1 2 11 1 1 0
P*lMP:E 2 —1 =112 1]f1r 0o 1
-1 2 -1 11 2 1 -1 -1
1 4 4 4 1 1 0
= 73 2 -1 -1 1 0 1
L U T T B R |
1 00
1
= 0 ;7 0] =D.
0 0 }l




5. Ona P"'!MP = D donc M = PDP~!. Par une récurrence immédiate, on obtient pour

tout n € N,M" = PD"P~!,

™ 0 0 1 4" 0 0
Or, pour tout n e N,D"= | 0 4% 0] = o 0 10
0 0 4+ 0 01
Alinsi, pour tout entier naturel n,
1 1 1 0 4% 0 0 1 1 1
M" = TR 1 0 1 0 1 0 2 -1 -1
X 1 -1 -1/ \o 0 1) \-1 2 -1
1 4" 1 0 1 1 1
= TR 4" 0 1 2 -1 -1
A -1 1) \-1 2 -1
1 4" +2 4" -1 4" -1
= 5% A 4m—1 4" +2 4" -1
*E a1 am -1 am g2
Partie II : Calcul des probabilités
1 1
1. D’apres I'énoncé, on a pg =1, gg =19 =0, p; = 3 et g1 =1r1 = T

2. Soit n € N. D’apres la formule des probabilités totales dans le systeme complet d’événements

(A, B,,Cyp), on a

( = A
B(Bort) = B (Boi)B(A) + Ep, (Bus1JE(By) + For (BuJP(CL)
P(Cri1) = Pa,(Cos1)P(An) +Pp,(Cri1)P(Bn) + Pe, (Crga)P(Cr)
d’ou . . .
Pnt1 = 5Pn T+ 3qn + 3Tn
{ On+1 = lepn + %qn + %ﬂ“n
Tn+1 = %pn + iQn + %Tn

ce qui s’écrit matriciellement

11 1
Pn+1 3 1 1 Pn
-1 1 1
Int1 | = |7 2 1 In
1 1 1
Tnt1 i 2 3 Tn
ou encore
Vopr = MV,,.|

. On en déduit par une récurrence immédiate que ’pour toutn € N, V,, = M"V,,.

Ainsi, on a pour tout entier naturel n,

Pn L (2 -1 a1 (g
G| =g (41 42 41 (g
Ty -1 4 —1 a4 2) \iy

avec pg =1 et gg =1y = 0.
Ainsi, on obtient pour tout n € N,

T2 4
Pr = 3 g 0 = T 3




2
4. Ona4”+2:4"(1+4%) avec lim 14+ — =1donc4™®+2 ~ 4" On montre de

n—+oo 4n o n—+4oo
meme que 4" —1 ~ 4"

n—-+o0o
Ainsi d n tend n 4m 1 4n
11151, quand 71 tend vers oo, Oon a pp ~ = -,y ~ =
d p n—+oo J X 4n 3 n—+oo 3 X 4n
4" 1
dn = -
n—+oo 3 X 4" 3
On en déduit que
. . . 1
ngrlloo Pn = nl~l>r+noo n = TLEIEOO 'n =3

Ceci signifie qu’apres un tres grand nombre d’étapes, le pion a autant de chances d’étre

en A, en B ouen C.

Partie 111 : Nombre moyen de passages en A

1. La variable aléatoire X; + --- + X,, compte le nombre de passages en A lors des n
premieres étapes et le nombre E(X; 4. .. X,,) est le nombre moyen de passages en A lors

des n premieres étapes, c’est a dire est égal a a,,.
2. Soit n € N*. Alors

T 12
3 x4n’

E(Xn) = P(An) = DPn

3. Soit n € N*. On a a,, = E(X; + ... X,,). Par linéarité de 'espérance, on obtient

n

a, = E(

£

e
Il
—

I
(]
|
X
|t
= DN

k=1
B n+2”1
3 3 4k
k=1
2 1 1—(H)"
_ E—l——x—x (41)
3 374 ~1




