LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°14 Variables aléatoires

Exercice 1.

L Ona(X=Y)=||(X=kn(Y =k)) donc

PX=Y)=> P(X=k)N(Y =k) =) PX=kPY =k)

par indépendance des variables alétoires X et Y.

1
Or, pour tout k € [1,n],P(X =k)=P(Y =k) = - donc

P(X=Y)= —:—:%.

k=1
PX>Y)=) P(X=kn(Y <k)=) PX=kKPY <k
k=1 k=1
n(n —|— 1) ~n+1
par indépendance de X et Y d’ou P(X Z - = .
2n

3. La variable aléatoire X — Y prend ses valeurs dans [1 —n,n— 1]] et on a pour tout
kell—nn-1],

P(X -Y =k) = iP((Y:i)ﬂ(X:iJrk))

= Z]P’(Y =1)P(X =i+ k) parindépendance de X etY

= —ZIP’ =i+ k)

n+k
" S
n+k
. , n+k
e Si k <0, on obtient P(X —Y = k) Z]P’ =
i k> btient P k) P(X nok
e Si 0, on obtient P(X —Y = %1 o
]

n— |k|

2

Finalement, pour tout k € [1 —n,n —1],P(X - Y =k) =
n



Exercice 2.
1. Soit k € [1,n —2].
Ona A NApii = (Xe =0, X301 =1, Xpo =0 U (X =1, X401 =0, Xpyo = 1).
Ces deux événements étant incompatibles, on obtient

P(A, N Apsr) = P(Xp=0,Xp1 =1, Xppo = 0) + P(Xp = 1, Xp1 = 0, Xpyo = 1)
= P(X}, = 0)P(Xp1 = DP(Xps2 = 0) + P(Xy = D)P(Xps1 = 0)P(Xyso = 1) (indéper
= p(1—p)*+p°(1—p)
= p(1—p).

2. Si les événements (Ag)i<k<n—1 sont deux a deux indépendants, alors nécessairement,
pour tout k € [1,n — 2], on a P(Ar N A1) = P(Ax)P(Ags1)-
Pour tout k£ € ﬂl,n - 1]],P(Ak) = ]P(Xk = Oan—I—l = 1) —f-]P)(Xk = 1,X]€+1 = O) =
2p(1 - p).
On a donc P(A, N Apy1) = P(Ap)P(Ary1) © p(1 —p) = 4p*(1 — p)2.

1
Puisque p(1 — p) # 0, ceci équivaut a 4p(1 —p) =1 d'ou p = 3"

De plus, si |[i — j| > 1, les événements A; = (X; # X;41) et A; = (X; # Xj41) sont
indépendants d’apres le lemme des coalitions quelle que soit la valeur de p puisque les
variables aléatoires (X% )1<k<n sont indépendantes

Ainsi, les événements (Ay)i<k<n_1 sont deux a deux indépendants si et seulement si

1

p:i

Exercice 3. On a X(Q) = [0,n] donc Y (2)

1
{l—i-—k’k € [[O,n]]} et pour tout k € [0, n],

on a .
n
PlY=—|=P(X=k)= k(1 —p)yn*
(v = 15p) P =0 = (}) -
d’ou
BY) = 3 (") pyt
- T+ k\k)PETP
k=0
1l K nt1 ik
B n+1kz:%(k:—l—1)p( P)
= P L = p)
n+1k:1 k
eSip=0,onaE(Y)=1.
e Si p # 0, on obtient
1 "“<n+1)
]EY _ pkl_pn-i-l—k’
(Y) p—(n+1)k21 i ( )
1 &K+,
— 1 — p)ti=k _ (1 — p)yntl
e ( . )p< Py — (1= p)
_(p+1=p)t = (1 —p)t!
p(n+1)
1_( _p)n—i-l




Exercice 4.

1. On a T(Q2) = [1,4]. Pour tout k € [1,4], notons A 'événement :« Le rat choisit la

bonne porte au k-eme essai >.

OnaP(T'=1)=P(A;) = 1

1
- 11
Ensuite, P(T = 2) = P(A,) = P(Ay N Ay) = P(A)P(As) = Z x3=1

De méme, P(T = 3) = P(A3) = P(A3 N A3 N A;) et d’apres la formule des probabilités
composées, on obtient

X X

BT = 3) = PP ()P (As) = i

W Do
N | —

A~ w

Enfin, puisque P(T' = 1) + P(T' = 2) + P(T' = 3) + P(T = 4) = 1, on en déduit que

1
Ainsi, T suit une loi uniforme sur [1,4].
44+1 5 - . . . .
2. Ona E(T) = —5 =3 = 2,5. Ainsi, le rat peut espérer sortir au bout de trois essais.

Exercice 5.

n
1. Puisque Y compte le nombre de cartes bien placées, on a Y = Z X,
k=1

2. Par linéarité de l'espérance, on a E(Y) = E (Z Yk> = ZE(Yk)
k=1 k=1
Par définition de 'espérance, on a pour tout k € [1,n],
E(Yy) =1xP(Y,=1)+0xP(Y,=0)=P(Y, =1).

Par définition, P(Y;, = 1) est la probabilité que la k-éme carte soit bien placée.

Dénombrons les permutations qui laissent fixes la k-éme carte. Puisque la position de la
k-éme carte est imposée, il reste a permuter les n — 1 autres cartes, ce qui donne (n — 1)!
permutations qui laissent fixes la k-éme carte.

Puisqu’il y a n! permutations de I’ensemble des n cartes, la probabilité cherchée est

- 1
P(Y,=1) = (n—1) :Edonc

n!

Exercice 6. Soit Q = [1,n].

Notons T7 et T5 les variables aléatoires égales aux numéros obtenus aux premier et deuxieme
tirage respectivement.

Les variables aléatoires T7 et Ty suivent une loi uniforme sur [1,n] et on a M = max(71, T3).
La variable aléatoire M est définie sur Q2 et on a M (92?) = Q.

Soit k € [1,n]. On a

M=k =((Ti=kN(L<k-1)U(Th<k-1)N(Ty=k)U Ty =k)N(Ty =k)).
Puisque c’est une union d’événements deux a deux incompatibles, on obtient

P(M = k) = B((Ty = k) N (Ty < k — 1)) + B((Ty < k— 1) (T3 = k) + P((T; = k) N (T3 = k)).



Les tirages étant indépendants, les variables aléatoires T et T5 le sont également et on trouve :

P(M=k) = P(=k)P(I> <k-1)+P(Th <k—-1)P(T3 = k) + P(T7 = k)P(T> = k)
—1

1 k—1 k 11
= — X + X — + -
n n n n  n?
2k — 1
p— n2 .
Ainsi,
= T2k -k 2, 1 2n(n+1)(2n+1) n(n+1)
E(M) =Y kP(M =k) = S =) Fos ) k= o -
k=1 k=1 k=1 k=1
d’ont

A4 6n*+2n—3n—3n _ 4n’+3n—1  (n+1)(4n—1)

E(M
(M) 6m2 6m 6n

Exercice 7.
1. Soit n € N. On a X,,(2) = [0,0] et (X,11 — X,)(2) = {—1,1}.
En utilisant la formule des probabilités totales dans le systeme complet d’événements
(Xn = k)o<k<p, On obtient

b
P(Xps1 = Xo=1) = Y Pry,—p)(Xps1 — X, = DP(X,, = k)

k=0
b
b—k
- ZTP(Xn:k)
k=0
b 1 b
= Z]P)(Xn:k)—ngP(Xn:k)
k=0 k=0
_ 1 EXw)

E(X
Ainsi, P(X,,+1-X,=-1)=1-P(X,., — X, =1) = (b ) et on obtient

2
E(Xup1 = Xn) = P(Xop1 = Xo = 1) = P(Xo1 = X, = —1) = 1 = ZE(X,).

2. Par linéarité de I'espérance, on obtient E(X,,.; — X,,) = E(X,,11) — E(X,,) d’ou

E(X,p1) =1+ (1 - %) E(X,).

b
La suite (E(X,)),cy est une suite arithmético-géométrique de point fixe 2 donc pour

tout n € N, E(X,) = (1 - %)n (E(XO) _ g) 4 g

2
Puisque b > 2, on a 1—3

2 n
< 1 donc lim (1 — E) =0dou lim E(X,)=2.

n—-+00



Exercice 8.

1. Le choix des lapins consiste en 2n expériences de Bernoulli indépendantes de parametre
5 donc M suit une loi binomiale de parametres (2n, 3).

Par ailleurs, s’il y a M males, il y a 2n — M femelles et le nombre de couples qu’on peut
former est le minimum entre le nombre de males et de femelles donc C' = min(M, 2n—M).

2. La variable aléatoire C' est a valeurs dans [0, n].
Pour tout k£ € [0,n], on a

P(C =k) =P(M =k)U (2n— M = k)) = P(M = k) U (M = 2n — k)).

e Si k # n, alors les événements (M = k) et (M = 2n — k) sont incompatibles donc

P(C = k) = P(M = K)+P(M = 2n—k) = (2;) (%)k (%)2n_k+<2n2ﬁ k) (%)Mt <%>k - %

e Si k = n, on obtient

3. D’apres la formule de transfert, on a

E(C) = imin(k,?n —k)P(M =k)

26 Q) Zeo(6) 6

Exercice 9.

1. Tout d’abord, on remarque que S, suit une loi binomiale de parametres (n,p) puisque
c¢’est une somme de n variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi de
Bernoulli de parametre p donc E(S,,) = np.

n—1 n—1
Par ailleurs, par linéarité de 'espérance, on a E(V},) = ZE(Yk) = ZE(XkaJrl). Or,
k=1 k=1

pour tout k € [0,n — 1], les variables aléatoires X} et B(kﬂ sont indépendantes donc
E(X;Xk11) = E(Xi)E(X)11) = p*. Finalement, on a E(V,,) = (n — 1)p%.



2. Puisque S,, < B(n,p), on a V(S,,) = np(1 — p).
Calculons V' (V},) en utilisant la formule de Konig-Huygens, c’est a dire

V(V,) =EWV2 —E(V,)2

n

n—1
OnaVZ=>Y2+2 > YV
k=1

(i.7)€[1,n]?

1<)
n—1
Par linéarité de 1'espérance, il vient E(V;?) = ZE(Y,?) +2 Z E(YY;).
k=1 (i,j)e[1,n—-1]?
1<J
Pour tout k € [1,n—1], on a E(Y?) = E(X7? X7, ) = E(X;Xpt1) = E(Xp)E(Xjp1) = p*.
Par ailleurs, si j > ¢+ 1, on a V}Y; = X;X;;1X;X,4; avec les variables aléatoires

Xi, Xit1, X, X411 qui sont mutuellement indépendantes donc
E(Y;Y;) = E(Xi)E(Xit1)E(X)E(X;41) = p*.
Enfin,sij =741, 0n a

E(Y;Y;) = E(Y;Yip1) = B(X; X7 Xire) = B(Xi X1 Xite) = E(X)E(Xi11)E(Xi2) = p°.

2 2
(n—1)(n—2)
2
tels que 7 >+ 1.

—1 —1 -2
Ilya (n ) = (n=Dn—-2) couples (7,7) € [1,n — 1]? tels que i < j et n — 2 tels

n2—3n+2—2n+4_n2—5n+6_
2 N 2 N

que j =i+ 1 donc —(n—2) =

(n—2)(n—3)
2
On trouve donc

E(V?) = (n—1)p*+2(n—2)p°+(n—2)(n—3)p" = p*((n—1)+2(n—2)p+(n—2)(n—3)p*)
d’ou finalement

V(V,) = p*((n—1)+2(n—2)p+(n—2)(n—3)p*)—(n—1)*p" = p*((n—1)+2(n—2)p+(5—3n)p°).



