LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°13 Probabilités

Exercice 1. On a

P(AUBUC) = P(AUB)UC)
= P(AUB)+P(C)-P(AUB)NC)
= PA)+P(B)-P(ANB)+P(C)-P((ANC)U(BNC))
= P(A)+PB)-P(ANB)+P(C)-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC).

Exercice 2.
1.

P(E) ={0,{1}, {2}, {7}, {42}, {1, 2}, {1, 7}, {1,42},{2, 7}, {2,42}, {7, 42}, {1,2,7},{1, 2,42},
{1,7,42},{2, 7,42}, E}.
2. 2 n’est pas un élément de P(F) mais {2} l'est. En revanche, on a bien () € P(E).
3. Tous les éléments de A appartiennent & P(E) donc a bien A C P(FE). Idem pour B.

Exercice 3.
1. AnBNC.
2. (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO).
3.  ANB)U(ANC)u(BNCO).
4. AUBUC.
Exercice 4. o Soit {2 = [1, 12] muni de la probabilité uniforme. On note A 1’événement < tirer

un nombre pair >, i.e; A = {2,4,6,8,10, 12} et B I’événement < tirer un multiple de 3 >, i.e.
B = {3,6,9,12}.

6 1 4 1
On a d’une part P(A) = Tt et P(B) = B=3
D’autre part A N B est 'événement < tirer un multiple de 6 >, i.e. AN B = {6,12} donc
2 1
P(ANB) = -6 P(A)P(B) donc les événements A et B sont indépendants.
6 4
e Si O = [[1,13], les événements A et B sont inchangés donc P(A) = 1—3,]P(B) =33 et

2
P(ANB) = G # P(A)P(B) donc les événements A et B ne sont plus indépendants.

Exercice 5.

1. On est dans une situation d’équiprobabilité donc la probabilité que Bob gagne vaut le
nombre de mains gagnantes

uotient .
d nombre de mains possibles

Le nombre de mains possibles vaut < 5 ) . Dénombrons maintenant le nombre de mains

gagnantes, c’est a dire le nombre de mains de 5 cartes comportant ’as de pique. Si I'as
de pique fait partie des 5 cartes, il reste a choisir 4 cartes parmi 51 pour compléter la

51
main donc le nombre de mains gagnantes vaut ( 4 ) . La probabilité que Bob gagne vaut

donc
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2. Notons B I’événement < Bob gagne »et A I'événement < Alice a retiré ’as de pique >.

D’aprés la formule des probabilités totales dans le systéme complet d’événements (A, A),
on a

P(B) = P(A)P4(B) + P(A)Px(B).
Si Alice a retiré I’as de pique, Bob ne peut pas gagner donc P4(B) = 0.
L’événement A est réalisé si Alice n’a pas retiré 'as de pique, c’est & dire si elle a tiré
10 cartes parmi les 51 cartes qui ne sont pas l’as de pique donc

(5;) 51! 10420 42 21

() 101410 52 52 26

P(A) =

Si Alice n’a pas retiré ’as de pique, Bob choisit donc 5 cartes parmi 42 qui contiennent
I’as de pique donc
() 4 s47m 5

P—(B) = — —
a(B) () audm 420 42

21 5 5)
= = —. La probabilité n’a donc pas changé!

donc P(B) = TR

Exercice 6.

1. Notons B I'événement « Bob gagne et T' I’événement < Bob triche >.

D’apres la formule des probabilités totales dans le systéme complet d’événements (T, T),
on a

— 3 3 7 1 23
P(B) =P(T)Pr(B)+P(T)PH(B) = — X =4+ — X = = —.
(B) = P(T)Pr(B) + B(T)Pr(B) = = x &+ = x = = —

2. Notons G I'événement < Bob gagne 7 jours d’affilée »et A I'événement <« Bob a triché
au moins une fois ». Il s’agit de calculer Pg(A).
Puisque Py est une probabilité, on a Pg(A) =1 — Pg(A). Or, on a

— P(ANG) PAPLC)
P = 3@ = RO

40
Par ailleurs, A est I'’événement < Bob n’a jamais triché >donc

On a P(G) = P(B)" = (23)7.

P(A) = (1 - B(T))" = (1—70)

7\ /1\"
1\" _ 10) \2 14\7
et Pz(G) = (—) donc Pg(A) = —~F—4— = (2—3> d’ou finalement

14\
Pe(A) =1 — (—> ~ 0,97.

Exercice 7. Notons A, I'événement < la boule tirée porte le numéro de la boite dont on I'a
extraite >.

On note également pour tout k € [1,n] I'événement By, :< la boite choisie est la boite numéro
k.



Les événements (By)1<k<n forment un systéme complet d’événements donc on obtient d’apres
la formule des probabilités totales :

n

= ;P(Bk)PBk(A) = Z_ % % :% Z k-

k=1
On peut montrer que Z In(n) donc quand le nombre de boites n tend vers I'infini,
k n—H—oo
ln(n) .y : .
on aP(A4,) ~ ——=, donc cette probabilité tend vers 0 si le nombre de boites n tend vers

n—-+4oo n

—+00.

Exercice 8. On remarque que pour tout n € N, l'urne est constituée au temps n de n + 2
boules parmi lesquelles le nombre de boules rouges est compris entre 1 et n+ 1 (et idem pour
les boules vertes).

Montrons le résultat souhaité par récurrence sur n € N.

e Initialisation : Pour n = 0,5, = 1 d’apres I"énoncé donc P(Sy) = 1, i.e. pour tout k €

[L,n+1] ={1},P(S, =k) = 1011 1, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
n
eHérédité : Soit n € N. Supposons que la propriété est vraie au rang n, i.e. pour tout k €

[1,n+ 1],P(S, = k) = 1 et montrons la propriété au rang n + 1, i.e. pour tout k£ €
n

1
1 2|,P(Spi1 =k) = ——
[Ln 2] (S = K) = oy
Soit k € [1,n + 2]. D’apres la formule des probabilités totales dans le systéeme complet

d’événements (S, = 1)1<icni1, ON &

n+1 n+1
1

P(Sy1 = k) ZP wmi)(Snir = k) = - > Pis,—i) (S = k),
=1

ou on a utilisé ’hypothese de récurrence.
Or, d’apres 1’énoncé, s’il y a k boules rouges au temps n + 1, il ne pouvait y avoir que k£ ou
k — 1 boules rouges au temps n donc P(g,—;(Sn+1 = k) = 0sii ¢ {k,k — 1}. Ainsi, il ne reste
que
1

P(Snpr =k) = =7 (Prs,mp—1)(Sns1 = k) + Prs, =) (Snsr = K))-
On a alors trois cas :
- Si k = 1, alors I'événement (S, = k — 1) = (S, = 0) est impossible et Prg,-1)(Sp41 = 1)
représente la probabilité de tirer une boule verte dans une urne contenant n + 2 boules dont
n + 1 vertes donc

]P’(gnzl)(SnH == 1) 1 TL—|— 1 . 1
n+1 Cn+1 n—|—2_n+2'

P(Sn_;’_l = 1) ==

- Si k =n + 2, alors 'événement (S,, = k) = (S, = n + 2) est impossible et Pg, —p41)(Snt1 =
n + 2) représente la probabilité de tirer une boule rouge dans une urne contenant n + 2 boules
dont n + 1 rouges donc

Psyeni)(Sni=n+2) 1 _n+l 1

P(S,1 =n+2) = _ _ _
(Sh1=n+2) n+1 ntl nt2 nt2

-Sik € [2,n+1], alors P(s,—k—1)(Snt1 = k) représente la probabilité de tirer une boule rouge
dans urne contenant n+2 boules dont k—1 rouges et P(s, —)(Sn+1 = k) représente la probabilité
de tirer une boule verte dans une urne contenant n + 2 boules dont n + 2 — k vertes donc



1 k—1 n+2-—-k& 1 n+1 1
IP)STL :k — — — X
(Snt1 = k) n+1(n+2+ n+2 ) ntl nt2 nt2

Finalement, pour tout k € [1,n + 2], P(S,41 = k) =

1
, ce qui prouve la propriété au rang
n+ 2
n + 1 et acheve la récurrence.
On dit que pour tout n € N, la variable aléatoire .S,, suit une loi uniforme sur [1,n + 1].

Exercice 9. Chaque éleve a 365 anniversaires possibles donc Q = [1,365]*", d’ou Card(2) =
36547,

Notons A I'événement< Au moins deux éleves partagent le méme anniversaire ». On a alors
A :< aucun éleve ne partage le méme anniversaire .

Calculons P(A). Calculons le nombre de 47-uplets de dates d’anniversaire qui conviennent.

On commence par choisir 47 dates d’anniversaire différents (cela peut se faire de (21675)) facons

différentes puis on les attribue a chacun des éléves (cela peut se faire de 47! fagons possibles).
On a donc

AT 365! 365 364 319
P(A) = —\ar) _ ) x222 1005
()= 3657 = 31Tx 3657 365 365~ <365 " "

donc P(A) =1 —P(A) ~ 0, 95.



