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Probleme

Partie I : Premiere expérience

1. Soit k£ € N. D’apres I’énoncé, au k-éme tirage, 'urne est constituée de k + 1 boules
réparties comme suit : k£ blanches et une noire si la piece a donné pile, une boule blanche
et k noires si la piece a donné face.

On considere les événements P :< la piece a donné pile et P :< la piece a donné face ».
Soit. Ay ’événement :< on tire une boule blanche au k-éme tirage >.

D’apres la formule des probabilités totales dans le systéme complet d’événements (P, P),
on obtient

1k 1 1 1(k+1
P(A) = P(P)Pp(Ay) + P(P)Pp(A,) = 2Xk‘—+1+§xk—+1:§<k—+1)

1
donc |P(Ay) = =.

k
2. Avec les notations de la question précédente, la probabilité a calculer est P (ﬂ Ai> )
i=1
D’apres la formule des proabilités totales, on a

(1) - (Fya) e (1) -2 (10) 20 (1))

D’apres la formule des probabilités composées pour la probabilité Pp, on obtient

Pp (ﬂ A; > ]P)P Al) X PPﬂAl(A2> X ]PPmAlmAg <A3) o X PPmAm--nAk,l(Ak)-

Or, pour tout ¢ € [1, k], la réalisation des événements A, pour j < i n’a aucune influence

sur la réalisation de A; donc Ppra,n..na, ,(A;) = Pp(4;) = ﬁ d’ou
i

k . 1
wo(N0) -l r

De méme, on a
Ps (ﬂ A; > = Pp(A1) x IEDPmA (A2) X ]P)POA NAz (Ag) x -+ x PﬁmAm---mAk,l(Ak):

puis pour tout i € [1, k], P, n..na, , (Ai) = Pp(A) = T d’on




Finalement, on en déduit que

k
1/ 1 1 k! +1
P(QA’) _§<k+1+(k:+1)!> T2k 4+ 1)

3. 1l s’agit de calculer Py, (P). D’apres la formule de conditionnement, on a

P(A,NP) _ P(P)Pp(Ay)

Ps (P) = =

(P = =) B(Ay)
0 P(P) = P(Ay) = - et Pp(Ay) = —— donc [Py (P) = ——
r70naquue = k —26 P k _k‘_|_1 onc Ay, —k+1

Partie II : Deuxieme expérience

1. (a)

Il y avait une boule blanche dans I'urne au début de I'expérience. Si 'urne contient
n + 1 boules blanches au début du k-eme tirage, ceci signifie qu’on a ajouté n boules
blanches, c’est a dire que lors des k — 1 premieres expériences, lors de 1'étape i), la
pile a donné n fois pile et £ — 1 — n fois face.

Notons Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que la piece a donné pile lors
des k — 1 premieres expériences. Puisque les lancers de piece sont indépendants et
que la piece est équilibrée, ceci correspond au nombre de succes lors de la réalisation

successive de k — 1 épreuves de Bernoulli de méme parametre 3

Ainsi, Y suit une loi binomiale de parametres (k —1,3), i.e. Y < B(k —1,1).

Finalement la probabilité cherchée est

G0N ION

e (-

q:
Or, pour tout ¢ € [1, k], puisque ¢ et k sont non nuls, on a d’apres la formule du

capitaine —( 1) ( d’ou ( )q = k(k B 1> donc
—1 qg—1

IR GURES

g=1 q=1 i=0

k
k
Ainsi, Z ( )q = k2k-L,

q=0 q

Au k-eme tirage, I'urne est constituée de k + 1 boules donc un nombre de boules
blanches compris entre 1 et k& donc les événements (T}, )nefo,e—1] forment un systeme
complet d’événements.

1
eSik =1 onalP(4) = 3 puisque 'urne est constituée d’une boule blanche et
d’une boule noire.

e Supposons désormais k > 2



D’apres la formule des probabilité totales, on obtient

o

-1

P(Ay) = P(Tkn) P, (As)

- - 1k1n+1
N ‘ n 2 k+1

- m<no(kﬁl>”+:§§(kil)>

T
= o

3

1
= m((ls — 1)2F72 4 2"71) (question précédente appliquée pour k — 1 > 1)
2k—2
= ———(k—1+2
gt
. 1
dou |P(A4) = 3

Ce résultat n’est pas surprenant car la situtation est totalement symétrique entre les
boules blanches et les boules noires.

2. Le résultat du lancer de la piece de monnaie au k-eme tirage n’influe sur la composition
de 'urne que pour le k + 1-éme tirage donc n’a aucune influence sur la composition de
I'urne au k-eéme tirage. Ceci signifie que les événements By, et T, sont indépendants.

3. (a) Soit n € [0,k — 1].

e Calculons IP’Bkakm(AkH). Il s’agit de calculer la probabilité de tirer une boule
blanche au k + 1-eme tirage sachant qu’il y avait n + 1 boules blanches dans I'urne
au début du k-eme tirage et qu’au tirage k on a obtenu pile. Ceci signifie qu’on a
ajouté une boule blanche apres le k-eme tirage donc au début du k + 1-éme tirage,

n+ 2

k+2

e Calculons PB*kakm(AkH)‘ Il s’agit de calculer la probabilité de tirer une boule

blanche au k + 1-éme tirage sachant qu’il y avait n + 1 boules blanches dans I'urne

au début du k-eme tirage et qu’au tirage k on a obtenu face. Ceci signifie qu’on a

ajouté une boule noire apres le k-eme tirage donc au début du k + 1-eme tirage, il y

n+1

k+2

(b) D’apres la formule des probabilités totales dans le systéme complet d’événements

(Thn)nefok—1] (pour la probabilité Pg, ), on a

il y a n + 2 boules blanches parmi & + 2 boules donc | Py, 7, , (Aks1) =

a n + 1 boules blanches parmi k + 2 boules donc | Pz 7, (Agy1) =

k—1
]P)Bk (Ak+1> = Z ]P)Bk (Tk,n) X PBkﬂTk,n (A/H-l)‘

n=0

Or, d’apres la question 2, les événements By, et T}, ,, sont indépendants donc Pg, (1}.,,) =
k—1
P(Thn) d'olt| Py, (Apr1) = Y P(Thn) % P, (Arsr)-

n=0

De méme, puisque les événements By, et T}, sont indépendants, les événements B,
et Ty, le sont aussi.

En utilisant la formule des probabilités totales dans le systeme complet d’événements



Ty n)netor—17 (pour la probabilité P5-), on obtient par un raisonnement similaire
n)nel0,k—1] By

N

-1

Pp (A1) = ) P(Thn) X Porrgy, (Akt1)-

i
o

S
+
[\

k—1
(c) D’apres la question 1.(a), P(T} ) ( ) < ) et Pp,nr,, (Ars1) =

d’apres la question 3.(a ) donc

k—1 k—1
n—+2
PBk Ak+1 Z( >< ) Xk—|—2'

n=0

oy
+
[\

2 1
e Si k =1, on trouve Pg (Ay) = 3 # 5= P(A,) d’apres la question 1.(c), donc les
événements B; et A; ne sont pas indépendants.

e Supposons k > 2. Par un calcul similaire a celui de la question 1.(c), on trouve

Pp, (Ary1) = m(f( ;1)n+22( ))

n=0
1 k—2 k
= m((1<:—1)2 + 2%
22k —-1+4)
21k +2)
 k+3
2k + 4

Ainsi, on aPpg, (Agt1) > % = P(Ajy1) donc ‘ les événements Ay 1 et By ne sont pas indépendants.
Cela conforte notre intuition puisque la constitution de 'urne au k + 1-eme tirage
dépend du k-eme lancer de piece.
4. Calculons Py, (As).
Les trois premiers tirages dépendent uniquement des deux premiers lancers de la piece.

Nous allons donc calculer P4,(Aj3) en utilisant la formule des probabilités totales dans le
systeme complet d’événements (B; N B, B1 N By, By N By, By N By) pour la probabilité
P4,. Il vient :

Pa,(As) = Pa,(BiNB2)Paynpn, (As)+Pa, (BiNB2)P 4, g g5 (As)+P a, (BINB2)P 4 5, (As)

+P 4, (B1 N B2)P 555 (As).-

e On a en utilisant la définition d'une probabilité conditionnelle puis la formule des
probabilités composées

P(B; N BN Ay) 1 2 1 1
IP)AQ(Bl N BQ) = ]P)(AQ) = 2P(B1)P31(A2)PB10A2(B2) =2 X 5 X § X 5 = g
1 2 X : L , .
car P(As) = =, Pp,(As) = = d’apres la question précédente et le résultat du deuxieme

lancer de piece ne dépend ni du premier ni du résultat du deuxieme tirage.



e La réalisation de Aj est entierement déterminée par la composition de I'urne, c’est a

3
dire par la réalisation des événements By et By donc Pa,np,nB,(As) = Ppap,(As) = 1

(car si on a obtenu deux fois pile, I'urne est constituée de 4 boules dont 3 blanches au
début du 3-eme tirage). Attention, on ne dit pas ici que Az ne dépend pas de As (ce
qui est faux, comme on le verra dans le résultat final). En effet, la réalisation de A
dépend de B;, dont dépend également As. On dit simplement que la connaissance de
Ay N By N By pour la réalisation de As revient a la connaissance de By N Bs.

e De méme,

— P(BINByNA _
Pu, (BN By) = (BinBNA) 9P(B;)Pg, (Ay)Pg,na,(Bs) = 2 X

P(A;) .

DO | =
Wl N
N =
C»D_l*—‘

e De méme que précédemment, P, 5 5-(A3) = Py 5, (A3) = ?1 = % car si on a obtenu
une fois pile et une fois face, I'urne est constituée de 2 boules blanches et 2 boules noires
au début du 3-eme tirage.

e De méme,

P(B; N By N Ayp)
P(A,)

1
6

DO | —

X

W

X

DN | —

]P)AQ (E N BQ) = = 2P<E)PE(A2)PEOA2<B2) =2 X

car P5-(Az) est la probabilité de tirer une boule blanche dans une urne contenant 3
boules dont une seule blanche.

1 )
= — car si on a obtenu

B~ Do

e De méme que précédemment, P, 55 (A3) = P55, (A3) =
une fois pile et une fois face, I'urne est constituée de 2 boules blanches et 2 boules noires
au début du 3-eme tirage.

e Enfin,

P(B, N By N Ay)
P(Az)

X X

1
5

DN | =
W =
N | —

Pa,(BiNB,) = = 2P(B1)Pg5(A2) X Pgra,(Bs) = 2 X

1
e Enfin, P, 5.5, (A3) = Pg15,(A3) = — car si on a obtenu deux fois face, I'urne est
constituée de 1 boule blanche et 3 boules noires au début du 3-eme tirage.

Finalement, on a donc

1 1 6 4 2 1 13
]P) A - — - = — — —_— _— = .
4,(4s) = 3 Tt i T u T Tty T o

+ -

=] W
W
DO | —
| =
DO | —

Wl =

Ainsi, Py, (A3) > = = P(A3) donc ‘les événements A, et A3 ne sont pas indépendants.

N | —



