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Une puce sur un piano infini

Soit p €]0; 1[.
Une puce saute sur les touches d’un piano infini (dans les aigus). Les touches du piano sont
numérotées du grave vers ’aigu en partant de 0. La puce commence sur la premiere touche puis
se déplace vers les aigus par bonds successifs. A chaque saut, elle se déplace soit d’une touche,
avec probabilité p, soit de deux touches, avec probabilité 1 — p. On suppose que les sauts sont
indépendants.

Pour tout n € N, on considere les variables aléatoires suivantes :
e S, désigne le nombre de fois ol la puce choisit de sauter d'une touche au cours de ses n
premiers bonds;
e X, désigne le nombre de touches parcourues apres n bonds;
e Y, désigne le nombre de bonds nécessaires a la puce pour avancer de n touches.

Pour les questions Python, on suppose que la bibliotheque numpy.random a été importée au
préalable via la commande : import numpy.random as rd.

Soit n un entier naturel.

1. Ecrire une fonction Python bond (p) qui simule un bond de la puce et renvoie 1 si la puce
se déplace d’une touche, 2 si elle se déplace de deux touches.

2. En utilisant la fonction bond (p), écrire une fonction touches_touchées(n,p)qui renvoie
une liste contenant toutes les touches que la puce a touchées apres n sauts.

3. Ecrire une fonction Python qui simule la variable aléatoire X,,. On pourra s’aider d’une
fonction précédente.

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,,.

5. Ecrire une fonction Python qui simule la variable aléatoire S,,. Cette fonction prendra en
entrée deux parametres. (On pourra créer une petite fonction auziliaire si besoin, que l’on
pourra utiliser dans la fonction qui simule S,,, mais on peut trés bien faire sans.)

6. (a) Exprimer X, en fonction de S,.

(b) En déduire I'espérance et la variance de la variable aléatoire X,.

(c) Ecrire une fonction Python qui estime l'espérance de la variable X,,. On pourra par
exemple d’abord construire une liste qui contient un grand nombre de simulations
de X,. Comment optimiser cette estimation ?

7. Quel est I'image de la variable aléatoire Y, 7
On vérifiera en particulier que Y, (£2) C [0;n].
(a) Pour tout k € [0;n + 1], exprimer P(Y,,;2 = k + 1) en fonction de P(Y,, 41 = k) et

de P(Y,, = k).

On pourra appliquer la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements

{(X1=1):(Xy =2)}.

(b) En déduire la relation de récurrence suivante :

*®

Vn € NyE(Y,42) = pE(Yo11) + (1 —p)E(Y,,) + 1.



(a) Trouver un réel ¢ tel que la suite (u,)nen définie par
Vn € Nyu, =E(Y,) —cn

soit récurrente linéaire d’ordre deux.
(b) En déduire, pour tout n € N, I'espérance de la variable aléatoire Y,.

(c) Donner un équivalent de la suite (E(Y7,)), cn-



Corrigé

1.

import numpy.random as rd
def bond(p):
u = rd.random()
if u < p:
return 1
else:
return 2

def touches_touchées(n,p):
1=[0]
position=0
for k in range (n):
position+=bond(p)
1.append(position)
return 1

def X_n(n,p): #nb de touches PARCOURUES (pas touchéees forcément)

s=0

for k in range(n):

s+=bond (p)

return s
#ou marche aussi: #derniere touche touchée !
def X_n2(n,p):

return touches_touchées(n,p) [-1]
On reconnait une loi binomiale : en effet, si on considere chaque saut comme une expérience
de Bernoulli dont le succes (représenté par le fait que la puce saute d’une touche) est réalisé
avec une probabilité p, et puisque les sauts sont indépendants, on en déduit que S,, suit
une loi binomiale de parametres (n,p), i.e. | S, < B(n,p).

def S_n(n,p):
s=0
for k in range(n):
r=rd.random()
if r<p:
s+=1
return s

#avec une fonction auxiliaire
def un_saut(p) :#renvoie 1 si saut de 1 touche, O si saut de 2
r=rd.random()
if r<p:
return 1
else:
return O

def S_n2(n,p):
return sum([un_saut(p) for k in range(n)])

#ou encore, sans sum:



def S_n3(n,p):
1=[un_saut(p) for k in range(n)]
succes=0
for element in 1: #on balaye sur les éléments et pas sur les indices
succest+=element
return succes

#ou encore
def S_n4(n,p):
1=[un_saut(p) for k in range(n)]
succes=0
for k in range(len(l)): #on balaye sur les indices
succes+=1[k]
return succes

(a) Apres n bonds, la puce aura réalisé S, sauts d’une touche et (n — S,) sauts de 2
touches donc le nombre de touches parcourues apres n sauts vaut

Xn=85,+2(n—S,)=2n—25,.

(b) e Par linéarité de l'espérance, on a E(X,,) = 2n — E(S,).
Puisque S,, < B(n, p), on sait que E(S,,) = np donc

E(X,) =2n—np=n(2—p).

e Par propriété de la variance, puisque 2n est une constante, on a
V(X,) = V(=S, +2n) = (=1)?V(S,) = V(S,).

Puisque S,, < B(n, p), on sait que V(S,) = np(1 — p) donc

V(Xyn) =np(l —p).

(c) def esp_Xn(n,p):
real_X=[X_n(n,p) for k in range (1000)]
return sum(real_X)/len(real_X)

7. Au maximum, si la puce choisit de ne sauter qu’une touche a la fois, elle devra faire n

8.

bonds pour avancer de n touches donc Y,, < n.

Au minimum, c’est a dire si la puce décide de sauter de deux touches a chaque fois, elle
devra faire § bonds pour avancer de n touches si n est pair; si n est impair, n — 1 est
pair et elle pourra parcourir les n — 1 premieres touches en "T_l bonds et il lui restera un
saut d’une touche a effectuer, ce qui donne en tout "T_l = "T“ bonds.

Enfin, la variable aléatoire Y,, peut prendre comme valeur tous les entiers entre sa valeur
minimale et sa maximale (puisque la puce peut faire des sauts d’'une seule touche).

Donc Y;,(2) = [5,n] si n est pair et [[”T“, n] si n est impair, ce qu’on peut résumer en

Y (Q) = “”; 1J nﬂ c [0, 7].

(a) Soit k € [0,n+ 1].



Notons que les événements (X; = 1) et (X; = 2) forment bien un systéme com-
plet d’événements puisque le nombre de touches parcourues apres un seul bond est
nécessairement égal a 1 ou 2.

D’apres la formule des probabilités totales dans ce systeme complet d’événements,
on a

P(Y, 5 = k+1) = P(X; = DPx,—1yP(Yo 2 = k+1)+P(X1 = 2)P(x,—5)P(Yny2 = k+1).

La variable aléatoire X; désigne le nombre de touches parcourues au premier bond,
donc d’apres 1'énoncé, P(X; =1) =pet P(X; =2)=1—p.

Par ailleurs, P(x,-1)P(Y,+2 = k + 1) désigne la probabilité que la puce ait eu besoin
de k£ + 1 bonds pour parcourir n + 2 touches sachant qu’elle en avait parcouru une
apres le premier bond. Il lui restait donc n 4 1 touches a parcourir lors des £ bonds
suivants, et puisque les sauts sont indépendants, on en déduit que la probabilité de
parcourir n + 1 touches en k sauts vaut P(Y,, ;1 = k).

AiHSi, on a ]P)(Xlzl)P<Yn+2 =k + 1) = P(Yn+1 = ]f)

De méme, Pix,—o)P(Y,12 = k + 1) désigne la probabilité que la puce ait eu besoin
de k4 1 bonds pour parcourir n + 2 touches sachant qu’elle en avait parcouru deux
apres le premier bond. Il lui restait donc n touches a parcourir lors des k bonds
suivants, et puisque les sauts sont indépendants, on en déduit que la probabilité de
parcourir n touches en k sauts vaut P(Y,, = k).

On obtient donc

P(Ynio = k+1) = pP(Yy 11 = k) + (1 — p)P(Y, = k).

D’apres la question 3, Y;,12(Q2) C [0,n + 2] donc

n+2

E(Yn+2) = ZiP(Yn+2 = 2)

n+2
= Z iP(Y,io =1) (car le terme pouri = 0est nul)
i=1

n+1
= Z(k + D)P(Y,12 =k +1) (en posant le changement d’indicek =i — 1)
k=0
n+1 n+1
= ) kP(Viio=k+1)+ Y P(Y,i2=Fk+1) (parlindarité de la somme).
k=0 k=0
n+1
e Calculons ZP(YMQ =k+1).
k=0
n+1 n-+2
En posant j = k + 1, on obtient ZP(Yn+2 =k+1)= Z]P)(YHQ = 7).
k=0 j=1
Or, P(Y,,4o = 0) = 0, puisque si n € N, le nombre de bonds nécessaires pour
n+2
avancer de n + 2 touches (avec n > 2) ne peut pas valoir 0, donc Z]P’(YMQ =j) =
j=1

n+2
ZP(YHH = j) puisqu’on a rajouté un terme nul.
=0



n+2 n+1

Or, ¥,42(Q) C [0,n+2] done Y P(Vyo =j) =1, dott 3 P(Vypp=k+1) =1

j=0 k=0
n+1

e Calculons Z EP(Ypio =k +1).
k=0

En utilisant la question précédente, on obtient

n+1 n+1
Y P(Vpp =k +1) = Y k(pP(Y = k) + (1=p)P(Y, = k))
k=0 k=0
n+1 n+1
= pY KP(Yin =k)+(1—p)) kP(Y, =k)
k=0 k=0

n

= pE(Yas1) + (1 —p) Z kP(Y, =k) (carY, C [0,n])
— PE(Vn) + (1 - pE(Y,)

Finalement, on obtient

Vn € N>]E(Yn+2) = pE<Yn+1) + (1 - p)E(Yn) + 1.

9. (a) Soit ¢ € R. On pose pour tout n € N, u,, = E(Y,,) — cn.
D’apres la question précédente, on a pour tout n € N,

Upre = E(Ynio) —c(n+2)
= pE(Y,11)+ (1 —pEY,)+1—cn—2c
= pupt1+c(n+1))+ (1 —p)(u, +en)+1—cn—2c
= pups1 + (1 —plu, +pen +pe+cen—pen+ 1 —cn — 2¢
= pups1 + (1 —p)u, + 1+ pe — 2c.

Pour que la suite (u,),en soit récurrente linéaire d’ordre deux, il faut et il suffit que
1
14+pc—2c=0,ie. |c= 5o (ce qui est possible car 2 —p > 1).

- D

1
(b) e D’apres la question précédente, pour ¢ = SR la suite (u,)nen vérifie la relation

de récurrence linéaire d’ordre deux suivante :
Vn € N, tpig — piny1 + (p — 1)u, = 0.

On considere (E) : 72 —pr+(p—1) I'équation caractéristique associée dont les racines
sont ;1 = 1 et 79 = p — 1 (qui sont bien distinctes car p — 1 # 1 puisque p # 2).
Ainsi, il existe (A, 1) € R? tel que pour tout n € N,

Uy = AX 1"+ p(p—1)" =X+ pulp—1)",

d’ou pour tout n € N,

n

On détermine A et p grace a E(Y)) et E(Y)).



D’apres I’énoncé, il est clair que Yo = 0 et Y7 = 1 donc E(Yy) =0 et E(Y]) =1, et
on obtient

I—p
= — P <=
)\—l-/L(p—l)—i-r =1 M2 —p) = Dy . p—1
P P (2 —p)?
donc
l—p (p=D"  n
Vn € N,E(Y,) = + + .
W =Gr T e Ty

Puisque p €]0,1[,2 — p > 0 donc  lim L

n—-+oo 2 —p

Par ailleurs, p — 1 €] — 1,0[ donc lim (p —1)"™ = 0.

n—-+00
Ainsi, pour tout n € N*, on a

_n l—p  (p—1"!
]E(Y")_Z—p<]hL71(2—19)Jr n(2—p))

-1 n+1
avec lim ————— = lim u

=0d
n—t+oon(2 —p)  notoo n(2 —p) one

1— _1n+1
lim 1+ p_, -1

ATy T e

n

On en conclut que |E(Y},) fodw-
R 4




