BCPST1 Lycée Fénelon

Dérivation des fonctions réelles

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel.

16.1 Dérivée

16.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1: Nombre dérivé et fonction dérivée

Soit f: I — R.

e Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si lim M existe et est finie. Dans
T—a Tr—a
ce cas, on note
r—a T —a

On dit que f’(a) est le nombre dérivé de la fonction f au point a.
e On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en chaque point de I.
I — R

— fi(z) la fonction dérivée de f.

On note alors [’ :

d
Remarque 1. e En physique, on note également d—f(a) au lieu de f’(a).
x

fla+h) = f(a)
h

e On a la définition équivalente suivante : f est dérivable en a si }llim existe
—0

et est finie. Dans ce cas, on note f'(a) cette limite.
L’équivalence des deux définitions est immédiate en posante h = x — a.

Exemple 1. Soient (m,p) € R2. Soit f : 2 — ma + p une fonction affine. Alors f est dérivable
sur R et pour tout x € R, f’(z) = m. En effet, pour tout a € R, on a
m(z — a)

limM:lim =lim ———— =m.
r—a Tr—a Tr—a Tr—Qa r—a Tr—a

mr+p—ma—p

Remarque 2. Soit f : I — R. Soit a € I tel que f est dérivable en a. Pour tout z € I, la
droite qui relie les points (a, f(a)) et (x, f(x)), qui appartiennent & la courbe représentative de

x) — f(a
f, a pour pente M
T —a
Quand le point x tend vers a, cette droite tend vers la tangente & la courbe représentative

de f au point (a, f(a)), ce qui permet d’interpréter géométriquement f’(a) = lim M

T—a T —a
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comme le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)).
Ainsi, si f’(a) = 0, alors la tangente est horizontale.
x) — f(a
Si f n’est pas dérivable en a et si lim M
r—a T —a
f admet une tangente verticale au point (a, f(a)).

z—0 1
Par exemple, lim u = lim —= = 400 donc la courbe représentative de la fonction
a—0t x—0 =0t /T

racine carrée possede une tangente verticale en I'origine.

= +o00, alors la courbe représentative de

Proposition 1: Equation de la tangente

Soit f: I — R. Soit a € I. On suppose que f est dérivable en a.
L’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)) est

y=f(a)(x —a)+ f(a).

Démonstration. On a vu que le ceefficient directeur de la tangente est f’(a). Ainsi, son
équation est de la forme y = f’(a)x+b, ol b est une constante a déterminer. Puisque la tangente
passe par le point (a, f(a)), on a f(a) = f'(a)a+b d'ou b= f(a) —af’'(a).

Ainsi, 'équation de la tangente est

y = f(a)z+ f(a) —af'(a) = f'(a)(z — a) + f(a).
]

Exemple 2. e La tangente a la courbe représentative de la fonction exponentielle au point
(0,1) a pour équation y = x + 1.

e La tangente a la courbe représentative de la fonction logarithme néperien au point (1,0)
a pour équation y =z — 1.

e La tangente a la courbe représentative de la fonction sinus en 'origine a pour équation
Yy =

e La tangente a la courbe représentative de la fonction cosinus en (0, 1) est horizontale et a
pour équation y = 1.

Définition 2: Nombre dérivé a droite, nombre dérivé a gauche

Soit f: I — R. Soit a € I.

e On dit que f est dérivable a droite en a si lim flz) = f(a) existe et est finie.
z—at Tr—a
On note alors f)(a) = lim M.
T—a™t Tr—a

e On dit que f est dérivable a gauche en a si lim M existe et est finie.
—a~ r—a
On note alors f,(a) = lim M'
T—a~ Tr—a

.

Proposition 2

Soit f: I — R. Soit a € I. On suppose que a n’est pas une des bornes de I, i.e. il existe
r >0 tel que [a—r,a+r] CI.

La fonction f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et & droite en
a et fi(a) = fi{a).

On a dans ce cas f'(a) = fy(a) = fy(a).
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f@) = f(a)

Tr—a

Démonstration. On introduit la fonction 75 définie sur I\ {a} par T,(z) =

e Supposons que f est dérivable en a. Alors ;11)1(11 To(z) = f'(a).

On en déduit que xlig,l* To(z) = f'(a) et ml;rﬁ T.(z) = f'(a), ce qui assure que f est dérivable
a gauche et a droite en a et f'(a) = fy(a) = fj(a).

e Supposons que f est dérivable a gauche et a droite en a et que fi(a) = fj(a). Alors

lim T,(x) = lim T,(z) = f;((a) = fj(a) = I. Puisque T, n’est pas définie en a, ceci implique
T—a~ z—at

que lim Ty (z) = 1.
T—a
En effet, soit € > 0.

Puisque lim T,(x) =1, il existe a > 0 tel que pour tout x € I N [a — o, al, |To(z) — | < e.
Tr—a~

Puisque hm+ To(x) =1, il existe &/ > 0 tel que pour tout = € INja,a + o], [To(z) — 1| < &.
Tr—a

Posons 0 = min(a, a’). Alors pour tout € I N [a — §,a + 0], |T,(z) — 1] < €, ce qui prouve
que lim Ty (z) = 1.

T—a

On en déduit que f est dérivable en a de dérivée f'(a) =1 = f,(a) = f;(a). [ |

Exemple 3. Considérons f la fonction valeur absolue définie sur R. Pour tout z < 0, f(z) = —x
donc f est dérivable sur R* et pour tout z < 0, f/(x) = —1.
Pour tout = > 0, f(z) = « donc f est dérivable sur R et pour tout « > 0, f'(z) = 1.
Montrons que f n’est pas dérivable en 0.

“ 0 _
On a lim M — lim —2 = —1 donc f est dérivable a gauche en 0 et fy(0) = —1.
z—0- = —0 z—=0- T
—10
De méme, lim 2l =10l = lim ~ =1 donc [ est dérivable & droite en 0 et f}(0) = 1.
=0+t . —0 z—0t T

Puisque f;(0) # £;(0), on en déduit que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Enfin, le résultat suivant est trés pratique et est une premiere incursion dans le domaine des
développements limités :

Proposition 3: Existence d’un développement limité d’ordre 1

Soit f: 1 — R. Soit a € I. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. La fonction f est dérivable en a.
2. 1l existe une fonction € : I — R vérifiant lil)n g(z) = 0 et un réel A tels que pour
T—a

tout x € I, f(z) = f(a) + A(x — a) + (z — a)e(x).

Dans ce cas, on a A = f'(a).

Démonstration. ¢ Montrons que 1) = 2). Supposons que f est dérivable en a.

f(x) — f(a) / :
Posons pour tout x € I,¢(z) = r—a fla) siz#a
0 siz = a.
Puisque f est dérivable en a, on a
. s f(z) = f(a) TaY — () —
Jm e(e) = lm ===~ f(a) =0 =<(a).

Par ailleurs, on a bien f(a) + f'(a)(a — a) + (a — a)e(a) = f(a) et pour tout z € I\ {a},
f(z) = f(a)

r—a

F(@)+ F(a) (e — ) + (¢ - a)e(w) = f(a) + F(a) (@ —a) + (¢ —a) ( - f’(a)> ~ J(o),

donc pour tout = € I, f(z) = f(a) + A(z — a) + (z — a)e(z) avec A = f'(a).
On a donc bien montré que 1) = 2).
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e Montrons que 2) = 1).
On suppose qu'il existe une fonction ¢ : I — R vérifiant lim £(z) = 0 et un réel A tels que
T—a

pour tout z € I, f(z) = f(a) + A(z — a) + (z — a)e(z). On a alors pour z € I \ {a},

Jl@) = Jla) _ Ate(x) — A

r—a T—a

donc f est dérivable en a et f'(a) = A. [ |

On en déduit le lien suivant fondamental entre dérivation et continuité :

Corollaire 1: Dérivabilité implique continuité

Soit f: I — R dérivable en a € I.
Alors f est continue en a.
Ainsi, si f est dérivable sur I, alors f est continue sur [.

Démonstration. On suppose que f est dérivable en a. D’apres la proposition précédente,
il existe une fonction € : I — R telle que lim £(z) = 0 et vérifiant pour tout = € I,
Tr—a

f(@) = f(a) + f'(@)(@ — a) + (z — a)e(a).

On a alors immédiatement li_r)n f(z) = f(a), ce qui prouve la continuité de f en a. [ |
r—a

Exemple 4. La réciproque est fausse : en effet, la fonction valeur absolue est continue sur R
(donc en particulier en 0) mais n’est pas dérivable en 0.

De méme, la fonction racine carrée est continue sur Ry (donc en particulier en 0) mais n’est
pas dérivable en 0.

Corollaire 2: Dérivation des fonctions constantes

Soit f : I — R une fonction constante sur I.
Alors f est dérivable sur I et pour tout a € I, f’(a) = 0.

Démonstration. Soit a € I. Puisque f est constante sur I, alors on a pour tout = € 1

f(x) = f(a) = f(a) + Az — a) + (z — a)e(x)

ou A =0 et ¢ est la fonction identiquement nulle sur I (on a donc bien lim e(z) = 0).
Tr—a

D’apres la proposition précédente, ceci implique que f est dérivable en a et que
f'(a)=A=0.

Ceci est valable en tout point a € I, d’ou le résultat.
|

Remarque 3. On verra plus loin que la réciproque est vraie, a savoir que si une fonction est
dérivable sur un intervalle de dérivée nulle, alors la fonction est constante sur cet intervalle.
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16.1.2 Opérations sur les dérivées

Proposition 4: Opérations sur les dérivées

Soient f,g: I — R. Soit @ € I. On suppose que f et g sont dérivables en a.
1. Pour tout (A, u) € R?, la fonction Af + ug est dérivable en a et

(Af + pg)'(a) = Af'(a) + pg'(a).
2. La fonction fg est dérivable en a et
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

3. Supposons que g(a) # 0.

Alors i est dérivable en a et
g

Démonstration.

1. Soient (A, i) € R%2. On a

O pag)@) = O+ pg)a) L f() — f(e)

T—a Tr—a r—a xr—a r—a xr—a

(z) = g(a)

2. Pour tout z € I'\ {a}, on a
(f9)(=) — (f9)(a) _ f(x)g(x) — fla)g(a) _ g(x)f(x) — f(a) +f(a)g(x) —g(a)

r—a r—a r—a r—a

H =10 _ ) oy ot o) 222900 _

r—a

Par produit de limites, on a lim g(x)
Tr—a
f(a)g'(a). Par somme on en déduit que fg est dérivable en a et que

1 9@ — (F)(@

T—a T —a

(f9)(a) = = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

_ lg(a)]
=5 > 0.

3. On suppose que g(a) # 0. Soit €

Puisque g est dérivable en a, alors g est continue en a donc il existe @ > 0 tel que pour

_ lsfa)

tout z € INja—a,a+ al,|g(x) — g(a)] < 5 d’ott, pour tout x € I N[a — o, a + af,

l9(2)| = lg9(a)] = lg(z) — g(a)| = [g(a)| — = >0,

ce qui assure que pour tout z € I N[a — a,a + a], |g(x)| > 0, d’ou g(z) # 0.
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Il est donc légitime de définir f sur I N[a — a,a+ o] et pour tout z € I N[a — a,a + o,

Lz)— L(a e Hg) z)g(a) — f(a)g(x z)— f(a z)—gla
10750 _ a6 e _ Sl Falot) L (s {10 pyate)—ate)),

r—a - (z—a)g@)gla)  g(@)g t—a v—a
Puisque g est dérivable en a, g est continue en a donc lim g(z) = g(a) # 0d’ou lim ——— =
T—a z—a g(x)g(a)
1
g(a)*.

Puisque f et g sont dérivables en a, on a lim M = f'(a) et lim M =
r—a T —a r—a T —a

¢ (a) donc finalement f est dérivable en a et on a

Y
<f)/ )= g £ 5O D T8 Sagle) — Sl (a)
’ e v g(a)?

Enfin, dans le cas particulier ol f est la constante égale & 1, la fonction f’ est identiquement
nulle donc

sin
Exemple 5. La fonction tan = — est dérivable sur | — § + km, § + k7| pour tout k € Z, et on
cos

a pour tout k € Z, pour tout x €] — § + km, § + kn|,

sin’(z) cos(z) — sin(x) cos’(z cos?(z) + sin?(z 1
. (C())sz(w) . . - (C(zs—;(x) . - cos?(x) = 1+ tan*(o).

tan’(z) =

Proposition 5: Dérivation d’une fonction composée

Soit f: 1 — J, soit g: J — R. Soit a € I.
On suppose que f est dérivable en a et que g est dérivable en f(a).
Alors g o f est dérivable en a et

(g0 f)(a) = f'(a)g (f(a)).

Démonstration. Puisque f est dérivable en a, il existe une fonction € : I — R telle que

lim e(x) = 0 et telle que pour tout x € I,
Tr—a

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e().

De méme, puisque g est dérivable en f(a), il existe une fonction 6 : J — R telle que

lim d(x) =0 et telle que pour tout = € J,
z—f(a)

g(x) = g(f(a)) + 4'(f(a)(x = f(a)) + (z — f(a))d(x).

Puisque pour tout z € I, f(x) € J, on a pour tout x € I,

9(f(2)) = g(f(a)) + 4 (f(a)(f(2) = f(a) + (f(x) = f(a))d(f(2))
= g(f(a)) + 4 (f(a)(f'(a)(z = a) + (z — a)e(x)) + (f'(a)(z — a) + (x — a)e(x))(f (2))
= go f(a) + f(a)g'(f(a)(z = a) + (x — a)lg'(f(a))e(x) + 6(f(x))(f'(a) + &(x))].
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Posons pour tout x € I, a(z) = ¢'(f(a))e(x) + 6(f(x))(f'(a) + e(x)).

Par hypothese, on a lim e(z) = 0.

Tr—a

De plus, puisque f est dérivable en a, donc continue en a, lim f(x) = f(a). Par hypothese,

r—a

lim d(x) =0 donc par composition de limites, li_r>n d(f(z)) =0.
r—a

z—f(a)

Ainsi

On a

,on a lim a(z) = 0.

r—a

donc prouvé l'existence d’une fonction o : I — R telle que li_r>n a(z) =0 et telle que
r—a

pour tout x € I,go f(z) =go f(a)+ f'(a)d' (f(a))(x —a) + (x — a)a(x).

D’apres la proposition 3, on en déduit que g o f est dérivable en a et que

Corollaire 3: Dérivation de fonctions composées

1.

Soit u : I — R une fonction dérivable sur I.

Pour tout n € N, la fonction u"™ est dérivable sur I et on a pour tout z € I,

(u™) (x) = na (z)u(z)" L.

1
Si u est & valeurs dans R*, alors pour tout n € N, la fonction — est dérivable sur
u

() -ty

La fonction exp ou est dérivable sur I et on a pour tout x € I,

I et on a pour tout x € I,

(exp ou)/(¢) = o (z) exp(u(a)).

Si u est & valeurs dans R , alors \/u et In(u) sont dérivables sur I et on a pour tout

x €,
' ()

N 2v/u(z)

Les fonctions cos ou et sin ou sont dérivables sur I et on a pour tout = € I,

(Inou)'(z) = et(v/u)'(z)

(cosou) (z) = —u/(z) sin(u(x)) et(sinou) (z) = u'(z) cos(u(x)).

Démonstration. Ceci découle de la proposition précédente et des dérivées des fonctions

usuelles.
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Proposition 6: Dérivation d’une fonction réciproque

Soient I et J des intervalles réels. Soit f : I — J une application continue sur I,
strictement monotone et bijective de bijection réciproque f~':J — I.

Soit a € I tel que f est dérivable en a avec f'(a) # 0.

Alors f~1 est dérivable en f(a) et

Ainsi, si f est dérivable sur I alors pour tout 2 € J, f~! est dérivable en x si et seulement
si f'(f~'(x)) # 0 et dans ce cas, on a

1

—1y/ )= ——
V0= 5w

Démonstration. Soit a € I tel que f est dérivable en a avec f’(a) # 0. Montrons que f~!
est dérivable en f(a).

Posons X = f~1(z) & f(X) = .

D’apres le théoréeme de la bijection, puisque f est continue et strictement monotone sur
I alors f~! est également continue sur J donc li?(l )f_l(:p) = f71(f(a)) = a. Ainsi, quand
T—r a

x = f(X) tend vers f(a), alors X = f~1(z) tend vers a d’olt

@) e X—a
S e f@ el o fl) e fO - f@ @)

Corollaire 4: Dérivée de la fonction arctan

La fonction arctan est dérivable sur R de dérivée

1

Vz € R, arctan’(z) = T2
x

Démonstration. Pour tout = €] — 5, 5[, on a tan’(z) = 1 + tan®*(z) # 0 donc d’apres la

proposition précédente, arctan est dérivable sur R et on a pour tout z € R,

1 1
~ tan’(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z))’

arctan’(x)

1
Or, pour tout = € R, tan(arctan(x)) = x donc pour tout x € R, arctan’(z) = T2 [ |
x

arctan(x) arctan(x) — arctan(0)

= l‘ = / = 1.
. lim po arctan’(0)

Remarque 4. Ainsi, lim
z—0

On en déduit que arctan(z) ~ .

~
0
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16.1.3 Dérivées d’ordre supérieur

Définition 3: Dérivée n-éme

Soit f: 1 — R, soit a € I. Soit n € N.

On appelle dérivée n-eme de f en a le nombre :

o fO(a) = f(a) et fO = fsin=0;

o f(M(a) = (VY (a) si f 1) existe et est dérivable en a si n > 1. On dit alors que f
est n fois dérivable en a.

On dit que f est n fois dérivable sur [ si f est n fois dérivable en tout point de I et on
note £ la dérivée n-eme de f sur I.

Remarque 5. On a f© = f fU = /@) = g7 |

Exemple 6. Soit n € N. Soit f : x — a™ définie sur R.
Alors pour tout k € [0,n], pour tout x € R,

|
) (z) = ek,

Définition 4: Fonctions de classe C"

Soit f: I — R. Soit n € N.

On dit que f est de classe C" sur I si f est n fois dérivable sur I et si f(™ est continue
sur I.

L’ensemble des fonctions réelles de classe C" sur I se note C"(I,R).

Remarque 6. o CO(I,R) est 'ensemble des fonctions continues sur 1.
e Si f € C"(I,R) alors pour tout k € [0,n], f € C¥(I,R).

Exemple 7. Il existe des fonctions dérivables sur R dont la dérivée n’est pas continue sur R.
R — R

1
Considérons f : - x? sin () six #0
— x

0 siz = 0.
1
Tout d’abord, puisque la fonction sinus est bornée sur R, on a bien lin% 22 sin () =0=
T— €T

f(0) donc f est continue en 0. Par ailleurs, pour tout € R*, f est continue en z comme
composée de fonctions continues en x.

Montrons que f est dérivable sur R.

La fonction f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R* et on a
pour tout z € R*,

f'(z) = 2z sin (;) + 22 x <—;2> cos <i> = 22sin (i) — cos <i> :

Par ailleurs, f est dérivable en 0 puisque

o S = £0) (@)

. . 1
—_— = 1m—:hmazsm — :0
z—0 z—0 z—0 T z—0 x

donc f est dérivable sur R de dérivée

Fla) = 2z sin <;) — cos (;) siz #0

0 siz = 0.
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1 1
En revanche, f’ n’est pas continue en 0 car lir% 2z sin <> = 0 mais x — cos () n’admet
T— x T

pas de limite en 0 puisque la fonction cosinus n’admet pas de limite en 'infini.
Ainsi, f’ n’admet pas de limite en 0 donc elle n’y est pas continue.
On a donc f € C°(R,R), f est dérivable sur R mais f ¢ C'(R,R).

Définition 5: Fonctions de classe C*

Soit f: I — R.
On dit que f est de classe C* sur [ si pour tout n € N, f est de classe C" sur I.
L’ensemble des fonctions réelles de classe C* sur I se note C*°(I,R).

Exemple 8. e La fonction exponentielle, les fonctions cosinus et sinus, les fonctions puissances
d’exposant entier sont de classe C*° sur R.
e La fonction logarithme néperien et la fonction racine carrée sont de classe C*° sur RY.

On sait que les combinaisons linéaires, produits, quotients, composées de fonctions continues
(resp. dérivables) sont également continues (resp. dérivables). On a donc les mémes propriétés
pour les fonctions de classe C™.

Proposition 7: Opérations sur les fonctions de classe C"

Soit n € N. Soient f,g: I — R des fonctions de classe C" sur I.
1. Pour tout (A, i) € R2, \f + pg est de classe C" sur I et on a pour tout k € [0,n],

(AF +1g)® = Af® + g

2. La fonction fg est de classe C" sur I.

3. Si pour tout x € I, g(z) # 0 alors la fontion f est de classe C™ sur 1.
g

Proposition 8: Composition de fonctions de classe C"

Soient I et J deux intervalles réels. Soit n € N. Soit f : I — J une fonction de classe
C"™ sur [ et soit g : J — R une fonction de classe C™ sur J.
Alors la fonction g o f est de classe C™ sur [.

.

Remarque 7. On en déduit que les combinaisons linéaires, produits, quotients et compositions
de fonctions de classe C* sont des fonctions de classe C*.

16.2 Théoreme de Rolle et conséquences

16.2.1 Dérivée et extrema

Définition 6

Soit f: I — R. Soit a € I.

e On dit que f admet un minimum sur I en a si pour tout = € I, f(x) > f(a).

e On dit que f admet un maximum sur [ en a si pour tout x € I, f(z) < f(a).

e On dit que f admet un extremum sur [ en a si f y admet un maximum ou un minimum.

Exemple 9. o La fonction x — 22 atteint son minimum sur R en 0.
. . . T
e La fonction sinus admet son maximum sur [0, 7] en 5
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Théoréme 1: Dérivée et extrema

Soient (a,b) € R2. Soit f :]a,b[— R une fonction dérivable sur ]a,b[. Soit ¢ €]a,b[. On
suppose que f admet un extremum sur |a, b[ en c.

Alors f'(¢) = 0.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas ou la fonction f admet en ¢ un minimum
sur ]a, b[. La preuve dans le cas ot f y admet un maximum est analogue.

Par hypothese, on a donc pour tout = €]a, b, f(x) = f(c) d’ou f(x) — f(c) = 0.

Puisque ¢ €]a, b], alors f est dérivable & gauche et & droite en c et on a f'(c) = f;(c) = f(c).

On a fy(c) = lim @) = J(e) <0 car f(x) — f(c) 20 et x —c <0 pour tout = €]a, .
T—CT Tr —cC
D’autre part, f;(c) = lim M > 0 car f(z) — f(c¢) 2 0 et x — ¢ > 0 pour tout
z—ct r—c
x €le, bl
Ainsi, puisque f'(c) = fy(c) = fy(c), alors f'(c) < 0 et f'(c) = 0, ce qui implique que
f'(e) =0. n

Remarque 8. e Ainsi, les extrema d’une fonction dérivable a l'intéieur d’un intervalle sont a
chercher parmi les points en lesquels la dérivée s’annule.

e La réciproque est fausse. Soit f : 2 — 3. Pour tout = € R, f’(z) = 322 donc f/(0) =0
mais 0 n’est pas un extremum de f sur R.

e Si ’extremum est atteint sur une des bornes du segment, le théoreme n’est plus forcément
vrai.

En effet, la fonction sin atteint son minimum sur [0, §] en 0 mais sin’(0) = 1 # 0.

16.2.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 2: Théoréme de Rolle

Soient (a,b) € R2.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| telle que
f(a) = (b)

Alors il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Il y a deux cas :

e Si f est constante sur [a, b], alors pour tout ¢ €|a, b[, f'(c) = 0.

e Supposons que f n’est pas constante sur [a, b]. Puisque f est continue sur [a, b], d’apres le
théoreme des bornes atteintes, il existe (m, M) € [a, b]? tels que f([a,b]) = [f(m), f(M))].

Puisque f n’est pas constante sur [a,b], f(m) # f(M).

Si m €]a, b, puisque f atteint son minimum en m et que f est dérivable sur ]a, b, alors
f'(m)=0.

Si m ¢]a, b, alors m € {a,b} donc f(m) = f(a) = f(b). Puisque f(M) # f(m) = f(a) =
f(b), nécessairement M €la, b[ donc comme précédemment, f'(M) = 0.

Dans tous les cas, il existe ¢ €]a, b tel que f'(c¢) = 0. [ |

Exemple 10. On a sin(0) = sin(mw) = 0 et sin est continue sur [0, 7] et dérivable sur |0, 7[.

D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]0, 7| tel que sin’(¢) = 0. En effet, ¢ = g

Remarque 9. Si f n’est pas continue sur [a,b] mais seulement sur |a, b[ le résultat n’est plus
vrai.

0,1] — R
En effet, soit f : N 1 siz=0
x siz €]0,1].
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La fonction f est continue sur ]0, 1], dérivable sur |0, 1] et vérifie f(0) = f(1) = 1 mais pour
tout = €]0,1[, f'(x) =1 #0.

Corollaire 5: Théoréme des accroissements finis

Soient (a,b) € R? avec a # b.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
Alors il existe ¢ €]a, b] tel que

f(b)—f(a)(
b—a

Puisque f est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b], alors g est continue sur [a,b] et
dérivable sur |a, b|.

Par ailleurs, g(a) = ¢g(b) = f(a).

D’apres le théoreme de Rolle, on en déduit qu’il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0, i.e.

Démonstration. Posons pour tout = € [a,b], g(x) = f(x) — x—a).

fle) =

s f(b) — f(a)
d’ou f'(c) = T [ |
Remarque 10. e Géométriquement, le théoreme des accroissements finis affirme qu’il existe
un point de la courbe situé entre (a, f(a)) et (b, f(b)) tel que la tangente & la courbe en ce point
soit parallele & la corde reliant les points (a, f(a)) et (b, f(b)).
e Physiquement, il sigifie que si on se déplace entre le temps ¢t = a et le temps t = b d’un

f(b) = f(a)
b

point f(a) & un point f(b) avec une vitesse moyenne , 1l existe un instant ¢ €|a, b|

pour lequel la vitesse instantée f/(c) est égale a la vitesse moyenne.

e Le théoreme de Rolle et le théoreme des accroissements finis sont en fait équivalents.

En effet, on peut démontrer le théoreme de Rolle a partir du théoréme des accroissements
finis.

Sous les mémes hypotheses, si f(a) = f(b), alors d’aprés le théoreme des accroissements
finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(¢) = 0.

e Si la fonction f’ est bornée sur ]a, b[, on déduit du théoréme des accroissements finis que

’ f(b) — f(a) ‘
b o ~X

a

dite inégalité des accroissements finis.

Exemple 11. Soit > 0. La fonction f : ¢ — In(1 4 ¢) est continue sur [0, z] et dérivable sur
10, z[.
Ainsi, d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que
flx) = f0) _
T a0 f(e),
i.e.
In(1+z) 1
x o 1l+c

1
,—— < —— < 1 donc pour tout z > 0
142 1+c

1 < In(1+x)
1+ x

Or, pour tout ¢ €]0, z|

<1
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d’ot1 pour tout x > 0,
x =0).

T < In(1+2z) < z (on remarque que la formule est valable aussi pour
x

16.2.3 Monotonie et signe de la dérivée

Théoréme 3: Lien entre signe de la dérivée et monotonie

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.
1. La fonction f est croissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f/(z) > 0
2. La fonction f est décroissante sur I si et seulement si pour tout = € I, f'(z) < 0.
0

3. La fonction f est constante sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(z) =

Démonstration.

1. e Supposons que la fonction f est croissante sur I.
Soit ¢ € I. Montrons que f/(¢) > 0.
(a) Supposons que ¢ n’est pas 'extrémité droite de 1.

Puisque f est dérivable en ¢, alors f'(c) = f/(c).

On a fi(c) = lim M

r—ct r—=c
Or, pour tout z € IN|e, oo,z —c > 0 et f(x) — f(c) = 0 car f est croissante sur I.
Ainsi, pour tout z € IN]c, +00], fz) = fl) > 0 donc par passage a la limite,
T—c
z—ct xr—cC

d’ot f'(c) > 0.

(b) Si c est 'extrémité droite de I, on a f'(c) = fy(c).

On a f/(c) = lim flz) = fle)
g )

T—CT r —C
Or, pour tout = € IN] — oo, c[,x —c¢ < 0et f(x) — f(c) <0 car f est croissante sur I.
(z) — f(o)

Ainsi, pour tout x € IN] — oo, c|,
T —c

> 0 donc par passage a la limite,

d’ou f'(c) > 0.
Dans tous les cas, on a bien f/(¢) > 0 pour tout ¢ € I.
e Supposons que pour tout z € I, f’(z) = 0.
Montrons que f est croissante sur I. Soient (a,b) € I? avec a < b.

Alors f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[ donc d’apres le théoreme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]a, b] tel que

Le. f(b) = fla) = (b—a)f'(c).
Par hypothese, on a f'(¢) > 0 et b—a > 0 donc f(b) — f(a) >0, i.e. f(a) < f(b).
On en déduit que la fonction f est croissante sur I.
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2. On a les équivalences suivantes :
f est décroissante sur! < —f est croissante sur [
s Veel, (—f)(x)>0
& Veel —f'(z)>0
& vVeel, f(z) <0.
3. On a les équivalences suivantes :
fest constante sur/ < fest croissante et décroissante sur [
& Vrel, f'(z) > 0etf'(z) <0
& Vzel, fl(z)=0.
|

Remarque 11. e La méme preuve montre que si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b,
alors f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b] si et seulement si pour tout = €]a, b[, f'(z) = 0

(resp. f'(z) < 0).

1
e Ce résultat n’est valable que sur un intervalle. Soit f : z —— — pour z € R*. Pour tout
x

1
xeR* fl(x) = 3 < 0 mais f n’est pas décroissante sur R* puisque f(—1) = -1 <1 = f(1).

Théoreme 4: Stricte monotonie et signe de la dérivée

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.
1. Si pour tout x € I, f'(z) > 0, alors la fonction f est strictement croissante sur I.

2. Si pour tout z € I, f’(x) < 0, alors la fonction f est strictement décroissante sur 1.

Démonstration.

1. Supposons que pour tout x € I, f’(x) > 0. Soient (a,b) € I? avec a < b. Puisque f est
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, d’apres le théoreme des accroissements finis, il

f(b)_iw = f'(c), ie. f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

existe ¢ €]a, b tel que 3

Par hypothese, b—a > 0 et f/(¢) > 0 donc f(b)— f(a) > 0, i.e. f(a) < f(b) ce qui implique
la stricte croissance de f sur [I.
2. Si pour tout = € I, f’'(x) < 0, alors —f/(x) > 0, ce qui implique que la fonction —f est
strictement croissante sur I, d’ou la stricte décroissance de f sur I.
|

Remarque 12. e La méme preuve montre que si f est continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja, b[, alors si pour tout x €]a, b[, f'(x) > 0 (resp. f'(x) <0), f est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) sur [a, b].

e La réciproque est fausse. En effet, soit f :  — 3. La fonction f est strictement croissante
sur R mais f/(0) = 0.

En fait, on a une réciproque partielle au théoréeme précédent.

Théoréeme 5: Stricte monotonie et signe de la dérivée

Soit f : I — R une fonction continue sur I. Soit A C I un ensemble fini.

On suppose que pour tout x € I\ A, la fonction f est dérivable en = et f'(x) > 0.
Alors f est strictement croissante sur I.

Autrement dit, une fonction continue sur un intervalle et dont, sauf peut-étre en un
nombre fini de points, la dérivée existe et est strictement positive, est strictement crois-
sante sur cet intervalle.
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Démonstration. Soit A = {x;,...,z,}. Alors

I =(IN] —o0,a1] U ai, ai+1] U (1 N [ay, +00f) .

D’apres le théoréeme précédent, f est strictement croissante sur IN]— oo, a;], sur I Nlay,, +0oo|
et sur [a;,a;11]. En effet, pour tout 1 < i < n — 1, f est continue sur [a;, a;+1], dérivable sur
lai, ai+1] et pour tout x €]a;, air1, f'(x) > 0 (et de méme sur IN] — oo, a;] et sur I N [ay,, +o0[).

De plus, puisque f est strictement croissante sur IN] — oo, a;] et sur [aq,ag], alors f est
strictement croissante sur (IN] — oo, a1]) U [a1, az).

En recollant de proche en proche tous les intervalles qui dont 'union forme I, on montre
que f est strictement croissante sur I. |

Remarque 13. On a bien str un résultat analogue pour les fonctions strictement décroissantes
dans le cas ou f/(z) < 0 pour tout = € I sauf peut-étre en un nombre fini de points.

16.3 Primitives

16.3.1 Définition et propriétés

Définition 7: Primitive

Soit f: I — R.
Une primitive de f sur I est une fonction F': I — R dérivable sur [ telle que

Vz € I, F'(z) = f(z).

Exemple 12. La fonction F' :  — xIn(x)—2 est une primitive sur R* du logarithme néperien.
En effet, I est dérivable sur R comme produit et somme de fonctions dérivables sur R et
on a pour tout z € R* |

F'(z) = In(x) + = x % —1=In(z).

Proposition 9

Soit f: 1 — R. Soit F': I — R une primitive de f sur I.

Soit G: I — R.

Alors G est une primitive de f sur [ si et seulement si il existe ¢ € R tel que pour tout
ze€l,G(x)=F(x)+ec

Démonstration. e Supposons que G est une primitive de f sur I. Alors G — F est dérivable
sur I et pour tout z € I, (G — F)'(z) = G'(z) — F'(z) = f(z) — f(z) = 0 donc la fonction G — F
est constante sur I, i.e. il existe ¢ € R tel que pour tout x € I, G(xz) — F(z) = ¢, donc pour tout
x€l,G(x)=F(z)+ec

e Supposons qu’il existe ¢ € R tel que pour tout =z € I,G(x) = F(x) + c.

Alors G est dérivable sur I et pour tout x € I,G'(z) = F'(z) = f(x) donc G est une
primitive de f sur I. |

Remarque 14. Autrement dit, si une fonction admet une primitive sur un intervalle, elle en
admet une infinité, toutes égales a une constante additive pres.

Le théoréme suivant, que 'on admet provisoirement, donne une condition suffisante d’exis-
tence de primitives pour une fonction.
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Théoréeme 6

Soit f : I — R une fonction continue sur I.
Alors f admet des primitives sur /.

Remarque 15. Il se peut qu'une fonction non continue sur un intervalle y admette des pri-

1
.. . 2¢sin | — | — = i 0
mitives. En effet, on a vu que la fonction f : vt <m> o8 (ac) siz 7 n’est pas
0 siz =0.

continue en 0 mais admet des primitives sur R.

16.3.2 Primitives usuelles

A partir des dérivées de fonctions usuelles, on obtient les primitives usuelles suivantes (en
notant F' une primitive de f) :

’ f(z) | F(x) Domaine ‘
a,a € R ax R
1
e (a #0) —e R
a
1
— 1 R*
; il(|$ )
- _b
il aln(!aw—kb\) R\ {2
:L‘a+1 Rsia€eN,
% a# —1 R* si a€Z\N,
a+1 R? si €R\Z
In(z) xln(z) —x R%
1
T R* 1 — a* R
a®, a € RY\ {1} ln(a)a
1
cos(ax + b), (a,b) € R* xR | —sin(az + b) R
a
1
sin(axz + b), (a,b) € R* x R - cos(ax + b) R
1 m m
t ——+4km, -+ knl,keZ
o2 (2) an(x) kLgJZ] 5 ThT S+ n|,k €
tan(x) —1In(] cos(z)]) U] = g + k, g +kr[,keZ
I keZ
[ arctan(z) R

Enfin, le tableau suivant s’obtient en utilisant la formule de dérivation d’une composée de
fonctions dérivables.

Soit u : I — R une fonction dérivable sur I. La troisieme ligne est valable si u(I) C R* et
la quatrieme si u(I) C RY.

Fonction Primitive
u'e" e
1
/ n’ c 7 -1 n+1
u'u™ n , \ {-1} e
u
— 1
: n(lu)
o Qﬁ
u
u’ sin(u) —cos(u)
u’ cos(u) sin(u)
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16.4 Dérivées partielles d’une fonction de deux variables

Définition 8: Dérivées partielles

Soit D C R2. Soit f : P —R une fonction de deux variables réelles.

(z,y) —  f(z,y)
Pour tout (zo,y0) € D, on considere les fonctions partielles f,, : @ — f(z,yo) et
fao 1y —> f(20,9).
e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premieére variable en (zg, yo)
si la premiere fonction partielle f,, est dérivable en z( et dans ce cas, on note

%(fﬁoayo) = fyo(0)-

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la deuxieme variable en (zg, yo)

si la deuxieme fonction partielle f,, est dérivable en yy et dans ce cas, on note

(Z:J;(xo,yo) = fzo(W0)-

0
Remarque 16. e Pour calculer 8—f(ac, y) en un point (z,y) € R?, on dérive f(x,y) par rapport
x

a x en traitant y comme une constante.
e Pour calculer gf(a:, y) en un point (z,7y) € R?, on dérive f(x,y) par rapport & y en traitant
T comme une constante.
Exemple 13. Soit f : (z,y) — 2%y® + 3yx — x pour tout (z,y) € R2.
Pour tout (z,y) € R?, on a fy(x) = 2293 4+ 3y — 1 et fL(y) = 32%y> + 3u.
Ainsi, pour tout (z,7) € R?, %(w, y) =2xy> +3y —1et (;J;(:E,y) = 322y + 3u.
of of

En particulier, on a —(1,—1) = —6 et —
dy

5 (1,—1) = 6.
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