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Probleme 1 : Intégrales de Wallis

Pour tout n € N, on considere 'intégrale de Wallis

W, = /2 cos" (x)dx
0

1. Soit n € N.

Ona W,y —W, = /2 cos" ™ (x)dx — /2 cos" (x)dx = /2 cos”(x)(cos(x) — 1)dz.
0

Or, pour tout x € [0, 5], cos™(z) > 0 et cos(z) — 1 < 0 donc cos™(x)(cos(z) — 1) < 0.

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que / cos™(z)(cos(x) — 1)dz < 0 donc
0

Wn+1 - Wn < 0.

Ainsi, la suite (W,),en est décroissante.

. Soit n € N. On effectue une intégration par parties en posant u(z) = cos™™!(x), v/ (z) =
—(n + 1) sin(zx) cos™(x),v'(x) = cos(z) et v(x) = sin(z), on obtient

Wyio = /2cos”+2(x)dx
0

= /2 cos(z) cos™ ™ (z)dx
0

s
2

= [sin(z) cos"“(:v)]g + (n+ 1)/0 sin®(z) cos™ (z)dx

= (n+1) /02(1 — cos?(z)) cos™ (z)dx

= (n+1) /02 cos™(z)dx — (n+1) /02 cos"?(x)dx
et DT (4 )W

1
donc (n 4 2)W,42 = (n+ 1)W,, d’ou | pour toutn € N, W, 5 = n i 5 W
m)!
. @ Montrons par récurrence que pour tout n € N, W, = T (2n)
2 (2mn!)?
2 2 2 x 0)!
Pour n = 0, on a Wy = /o cos’(z)dx = /0 ldx = g et g(@OO‘)Z =% donc la

propriété est vraie au rang n = 0.

2n)!
Soit n € N fixé. Supposons que W, = g—(énZ?)Q
(2n +2)!

(20 (n+1)H)?

. Montrons que la propriété est vraie au

rang n + 1, i.e. Wo, 10 = g



2n+1

D’apres la question précédente, on a Ws, o =
2n + 2

Wa,. En utilisant ’hypothese de

récurrence, on en déduit que

2n+ 17 (2n)!
2n + 22 (2nn!)?

(2n 4+ 1)! T (2n + 2)!

(2n + 2)!

Wanio =
ant? 22(n +1)2(27n!)?

2(n+1)(2™n1)2 2 (2n+2)2(n+ 1)(27n!)?

_7T _7T
) )

2 2)!
d’ou Way,io = 2(2"21?7;:_ )1)!)2, ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la
récurrence.
2n)!
Ainsi, | pour toutn € N, Wy, = g(énZ?)Q
, (2"n!)?
e Montrons par récurrence que pour tout n € N, W11 = ———.
(2n 4+ 1)!
Pourn = 0,ona i = [ con(a)de = ()] = sin (T) -sinf0) = 1t 20
ourn = 0,ona = cos(z)dx = [sin(z)]¢ =sin (= )—sin(0) =let ———— =
’ A 0 2 (2% 0+1)!
1, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
2mn!)?
Soit n € N fixé. On suppose que Wy,11 = % Montrons la propriété au rang
n !
| (21 (n + 1)))?
1, i.e. Woys =
mt b Le Wanss (2n + 3)!
. . - 2n +2 . .
D’apres la question précédente, on a Wy, 13 = 2—+3W2n+1. En utilisant I’hypothese de
n
récurrence, on en déduit que
Wo 2n+2 (2'nl)> (2n + 2)2(2"n!)?  22(n4 122"l (27T (n4 1))
T o +302n+ 1) 2n+3)2n+2)2n+1)!  @2n+3)  (2n+3)
ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.
2mn!)?
Ainsi, | pour toutn € N, Wy, = %

. Soit n € N.
e Si n est pair, il eixste k € N tel que n = 2k et d’apres la question précédente, on a
T (2k)!  (2FK!)? m2k+1 w

1 =(2k+1 =2k+1)35 = )
(n+ DWWy = 2k + 1)WoWapn = (2k + )2(2’%!)2 (2k+1)!  22k+1 2

e Si n est impair, il existe k € N tel que n = 2k + 1 et d’apres la question précédente,
on a

(n+ D)W Wopr = (2k + 2)Wap s W

2Kk 7 (2k+2)!
(2k + 1)1 2 (241 (k + 1)1)2
T (2k +2)?

2 (2(k + 1))
3

(2k +2)

Finalement, | pour toutn € N, (n + 1)W,W,,41 = g )




5. Puisque la suite(W),, ),en est décroissante, on a pour tout n € N, W, 1o < W, 11 < W,.
Par ailleurs, pour tout n € N, W,, est I'intégrale d’une fonction continue positive et non
identiquement nulle sur [0, 7] donc pour tout n € N, W, > 0 d’olt en divisant par W, les
inégalités ci-dessus, pour tout n € N,

Wito < Whi1 <1
Wi Wi

. n + ]_ Wn+1
i.e. pour tout n € N, < 1.

P w2 S W,

n+1 w.,,
Puisque lim AL 1, on déduit du théoreme des gendarmes que lim o 1,
n—+4o00 1 n—+o00 n

i.e. Wn ~ Wn+1 .
+oo

Puisque n ~ n + 1, on a donc d’apres la question précédente :

+oo
= (n+ DWWy o nW?
d’ott W2 ~ T
+oo 2m
Ainsi, /W?2 . Or, pour tout n € N, W,, > 0 donc /W2 = |W,| =W,

On en conclut que

T
W, ~ —.
+oo \l 21

6. (a) Posons pour tout x > —1, f(x) =z — In(1 + z).

La fonction f est dérivable sur | — 1, +o0[ et on a pour tout x > —1 :
1 T
/
/() 1+2 1+

Pour tout x > —1,1+ 2 > 0 donc le signe de f'(z) est celui de z. On obtient donc
le tableau de variation suivant :

T -1 0 +00
f'(z) - 0 +
+00 00

Pour tout = €] — 1,0], f'(z) < 0 donc la fonction f est strictement décroissante sur
[—1,0]. Pour tout « €]0, 400, f'(z) > 0 donc la fonction f est strictement croissante
sur [0, 4+o00].

On en déduit que f admet un minimum en x = 0 donc pour tout x > —1, f(z) >

f(0) =01i.e.

Ve > —1,2 > In(l + z).




(b) Soit n € N*. Soit x € [0, y/n].
2 2\ "
oSiw:\/ﬁ,alorsﬁ:ndoncl—gc—:od’ofl (1—96—) zoge_IQ.
n n
2

x
e Siz €0,y/n[,—— > —1 donc d’apres la question précédente :
n

puis

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que

2
_zZ — 2
enln(l —) <e z*

2 n
x
Finalement, on a bien pour tout = € [0,/n], (1 — —) <e ™,
n

2
x

Par ailleurs, pour tout x € [0, /n], — > —1 donc d’apres la question précédente :
n

2 2
ln<1—|—$—) <z
n n

d’ou, par multiplication par —n < 0 :

2
—nln (1 + x_> > —g?
n

puis par croissance de la fonction exponentielle :

2
_ = 2
e nln(1+ - ) 2 T

2 —-n
i.e. pour tout z € [0, /7], < (1 + x—) :
n

Finalement, pour tout n € N*, pour tout x € [0,/n],

2\ 2\ —"Nn
() e len)
n n

Enfin, par croissance de I'intégrale, on obtient

v z2\" v, v 22\ "
Vn € N*,/ (1 — —) dr < / e " dr < / (1 + —> dx.
0 n 0 0 n

(c) Soit n € N*
e Posons le changement de variable x = y/nsin(t) pour ¢t € [0, 3] dans la premiere
intégrale.
On a alors 22 = nsin®(t),dz = /ncos(t)dt. Par ailleurs, quand x = \/n,sin(t) = 1
donc t = 7 et quand x = 0,sin(t) = 0 donc ¢ = 0.
On obtient




jus

[F(0-5) e = ooy e

- /0 (o (1)) cos(t)dt
I /0 ? o (1t

vn 22\ "
donc / (1 — —> dr = /nWs, 41, ce qui prouve d’apres la question précédente
0 n

Vvn )
que /nWa, i1 < / e " d.
0

e Posons le changement de variable x = /ntan(t) pour ¢ € [0, ] dans la troisieme
intégrale.

On a alors 22 = ntan?(t), dr = \/n(1+tan?(t))dt. Par ailleurs, quand z = \/n, tan(t) =
1 donc t = — et quand = = 0, tan(¢) = 0 donc ¢ = 0.

On obtient

/oﬁ (1+“””—2>_ndx - /f(HtanQ(t))_"Wl“aDQ(t))dt

()

%
= \/ﬁ/ cos®™ 2 (t)dL.
0

s
4

Or, d’apres la relation de Chasles,

Won_o = / : cos™ 2 (t)dt = / ' cos® 2 (t)dt + / ’ cos™ 2 (t)dt > / ' cos™ 2 (t)dt
0

0 0 z

™

2
car pour tout ¢ € [Z, 2], cos®” %(t) > 0 donc / cos®2(t)dt > 0.

us

4

En multipliant par y/n, on obtient alors

vn 2\ " I
/ (1 + _> dx = \/ﬁ/ cos™ 2(t)dt < v/nWay_a,
0 n 0

ce qui implique finalement d’apres la question précédente que

NG

Vn e N*, v/nWo, 41 < / e dr < VnWap_s.
0

e On a montré en question 5 que W,, ~ 21 donc
\ 2n
W T B T 1 T
antd 22n+1) Vdn+2  m\4+2
is mll, T
uis /nWapy1 ~  / )
b 2n+1 i

S



. . s 7r g . T
Puisque nl_l)Iiloo Iz = goonen déduit que nl_l}Iiloo ViWapi1 = 5

W I B T 1 T
n=2 22n—-2) Vdn—4  n\l4-1
donc \/ﬁWQn_Q ~ 14 T .

i T 7
Puisque lim T = \/—_, on en déduit que lim /nWs,_o = £
n——+oo 4 - 2 n—-+oo 2

S o

e De méme,

S e

D’apres le théoreme des gendarmes, on en conclut que

Jn
lim e dy = VT
n—-+oo 0 2

Probleme 2 : Irrationalité de =

_cos(ﬂt)]o = —cos(m) + cos(0)

1.(a) Iy = 7r/1 fo(t) sin(mt)dt = 7r/1 sin(wt)dt = 7T|:
0 0
tone o= 2]

1 1
D’autre part, on a [} = 7r3/ fi(t) sin(nt) = 7T3/ (t — %) sin(rt)dt.
0 0

™

On effectue une intégration par parties en posant u(t) = ¢t — t* u/(t) = 1 — 2t et
1

V'(t) = sin(nt), d’out v(t) = —= cos(wt). On obtient
7r

I = <[—l(t — %) cos(ﬂt)} 1) — 7 /01 —1(1 — 2t) cos(mt)dt

T 0 T
1
= 7T2/ (1 — 2t) cos(mt)dt.
0

On effectue une nouvelle intégration par parties en posant u(t) = 1 —2¢t, d’ou /(t) =

1
—2 et v'(t) = cos(nwt) d’on v(t) = — sin(7t). Ainsi,
m

I, = 7? (E(l — 2t) sin(ﬁt)I +%/01 sin(mf)dt>

~ o {—1 cos(mf)} 1

T 0

= —2(cos(m) — cos(0))

done

(b) Soit n > 2. La fonction f,, est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables
sur R de dérivée pour tout t € R :

L) =n(1—2t)(t — t2)n—1'

n



De méme, f! est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et
puisque n — 1 > 1, on a pour tout t € R,

') = —2n(t -t

n

) n(n = 1)(1 = 2t)%(t — t?)" 2
(=2n(t — %) + n(n — 1)(1 — 2t)?)

t— )" (=2nt + 2nt® + n(n — 1)(1 — 4t + 4t%))
(n(n — 1) 4 (—4n* + 2n)t + (4n* — 2n)t?)
(n(n — 1)+ (4n® — 2n)(t* — 1))
“2(n(n — 1) —2n(2n — 1)(t — 1?))

= nn—Dt—t))"2—=2n02n— 1)t —tH"!

~
|
~
no
N—
3
M
3
—~

d’olt | pour toutt € R, f/(t) = —2n(2n — 1) fr_1(t) + n(n — 1) fru_a(t).
Remarquons que puisquen > 2etn—1> 1, ona f,(0) = f,(1) = f/(0) = f/(1) =0

En réalisant deux intégrations par parties successives, on trouve

2n+1
I, = / fu(t)sin(mt)d

_ wz‘;“ ({__fn()cos m] / FA(t) cos(rt) dt>
- / F1(t) cos(rt)d
_ %(Ef (t)sm(m] - = / FI(t) sin wt)dt)

— _wizl—l /O (—2n(2n — 1) fo_1(t) + n(n — 1) fu_o(t)) sin(7t)dt
= 2n(2n - 1)7r2n71 / Jaa(t) sin(nt)dt —n(n — 1)7T2n|1 /O ot

(n—1)+1 q2(n-2)+1 1
= 2(2n— 1 / frn_1(t) sin(7t)dt — 7° e / fr_osin(nt)dt
—2)0 J,

n—l

d’ou |pour toutn > 2,1, = 2(2n — 1)I,,_; — 721, _».

2. Pour tout ¢ € [0,1], 7t € [0, 7] donc 0 < sin(7t) < 1.
Soit n € N.
e Sin =0, pour tout t € [0,1], fo(t) = 1 donc on a bien pour tout ¢ € [0, 1],

0 < fo(t) sin(mt) = sin(nt) < 1.

e Supposons que n > 0.
On a vu que pour tout ¢ € [0, 1]/ (t) = n(1 — 2t)(t — )" =n(1 —26)" (1 — )" L,
Or, pour tout ¢ € [0, 1], nt" (1 —¢)"~! > 0 donc f/(t) est du signe de 1—2¢, i.e. f/(t) =0
sitel0,5]et fi(t)<Ositel[s 1]

1

Ainsi, la fonction f, est croissante sur [0, 3] et décroissante sur [1, 1].

1
Puisque n > 1, on a f,(0) = fu(1) = 0 et fu(3) = (53 — )" = o donc pour tout
1

€ [0,1,0 < fult) < 45



1
On a donc bien pour tout ¢ € [0,1],0 < f,,(¢) sin(7t) < ™ sin(mt) <

Finalement, | pour toutn € Net pour toutt € [0,1],0 < f,,(t) sin(7t)

1

1
4n-
< —.

4n

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que pour tout n € N,

/ fn(t)sin(mt)d / —dt

d’on
an+l  pl 2n+1
T . T
/0 fn(t) Sln(ﬂt)dt < 4”—n!’
7.‘_2n—i-1
i.e. |pour toutn € N,0 < [, < .
4rn)!

3. (a)

Montrons par une récurrence de pas double que pour tout n € N, "1, € N.
eInitialisation : Pour n =0, on a b°ly = 2 et pour n = 1, on a b'I; = bl; = 4b € N.
e Hérédité : Soit n > 2 fixé. On suppose que b" %1, o € Net b" ', ; € N.
Montrons que b"1I,, € N.

D’apres la question 1.b), on a

b1, = b (2(2n — 1)I,_, — 71, )
= 2(2n— 1)bb" I, — V72,
= 2(2n—1)bb" ', — a®b" 21, _,.
Or, par hypothese de récurrence, b"2I,_5 € N et b" 'I,_; € N donc b"I,, € Z.
Enfin, puisque 0"I,, > 0, on a bien 0"1,, € N, ce qui prouve la propriété au rang n et
acheve la récurrence.
On a donc bien montré que | pour toutn € N, b1, € N. ‘

D’apres la question 2, pour tout n € N, on a
bnﬂ.2n+1 T (b7T2>n

0<bvl, < = —
4nnl 4n pl

1
Puisque 4 > 1, lim 4" = +o00 donc lim — = 0.

n—+00 n——+oo 4M
2\n
D7 . , . (bﬂ' )
autre part, par croissance comparée, lim
n—+4o00 n!

= 0 donc par produit de limites,

on obtient | lim b"I, = 0.

n—-+o0o

D’apres les deux question précédentes, la suite (b™1,),en tend vers 0 et est a valeurs
positives donc il existe un ng € N tel que pour tout n > ng, 0 < b1, <
Puisque pour tout n € N, 0"1,, € N, on en déduit que b 1,, = 0, d’ou I,,, = 0 puisque

b4 0.

Comme 1,0 =

2no9+1

/ o (8 sin(mt)de, alors / o (6 sin(mt)dt = 0.
0 0

Or, on a déja vu que la fonction ¢ — f,,(t) sin(7t) est continue et positive sur [0, 1]

donc l'intégrale I,,, est nulle si et seulement si pour tout ¢ € [0, 1] f,, (t) sin(7t) = 0,
1

=
Ainsi, ayant supposé que 7 est rationnel, on aboutit & une contradicition.

ce qui est absurde car f,,(3)sin(3) > 0.

\Le nombre 7 est donc irrationnel. \




