Lycée Pierre de Fermat 2024-2025
BCPST 12 Feuille d’exercices numéro 2

FONCTIONS USUELLES.

Exercice 1. Ecrire en fonction de In2, In(3) et In(5) :

In(72), In(0, 125), m%), 1n(ﬁ)7 In(16), In(2,25)

Exercice 2. Déterminer les limites des fonctions suivantes :
1. f:z—In(z) —z en +oo.

2. g:x > z?exp(5z +3) en —o00

z + In(z) o
et +

3. h:z— n +o0o

Exercice 3. Etudier les fonctions suivantes et tracer leur graphe :
2
1. f:a+ cos(3z). On montrera que f est paire, et périodique de période g

20 + 1
T+ 3
3. h:xw— a3 —3z+1

2. g:x—

Exercice 4. Montrer que Vz €] — 1,400, In(1+ z) < z.
Ilustrer graphiquement cette inégalité (on pourra tracer le graphe de x — In(1 + z)).

Exercice 5. Résoudre algébriquement et graphiquement les inégalités et égalités suivantes :

1. |z| = a, avec a € R. (on discutera suivant la valeur de a),

2. m2+x+127,

N W N~

P+l

|z + 1] < |22 — 3,
3—2m<\x—%|

e +1]| = —z+2.

A

Exercice 6. Déterminer les ensembles de définitions des inéquations et des équations suivantes et les
résoudre :

1. Injz+1] —In|22 4+ 1| < In2,
2. 1n(w—i}) <1,

xT

T 6
< )
xr — 2 r—1

2
4. — 4 x <4,
T

5. VT +2<V2x -3,

et —e™*
6. —— =2,
2

x —x

e’ — €

7. —— =a, avec a € R.
ew+e—m



Exercice 7. Résoudre les équations suivantes :

1. zV® = (Va)*,

2. 27" = 32"

3. 27 4 2ztl 4 portn 3T L 3rtl L 4 3T o e N

Exercice 8. Vrai ou faux?
1. Vz e R, Va2 =1z,
2. Vz €R, z° =1,
3. V(z,y) R,z <y=a® <y’
1 1
4. V(r,y) ER?, o <y= =~ < —,
T Yy
5. V(z,y) €ER?, <y <0=y? <a?
1
(

1
6.Vx,y)€R2,;z:<y<O$§<;,

7.Vn €N, 2 x 2" =22

8. VneN, (37)?2 =3

9. V¥n €N, 2271 = _24n
10. Vn € N, 3"t2 =9.3",



Eléments de correction, indications.

Exercice 5.

1.

2.
3.
4

5.

lt+1] <[22 —-3] <= (z+1)2< (22 —3)?
— 0<(2r-3)2%—(z+1)?
— 0<(2z—-3+z+1)(2x—-3—-z-1)
— 0<(Bx—2)(z—4)
| —
()
(%) c’est un trinéme de racines 4 et % Son coefficient dominant est 3 > 0. On connait donc
parfaitement son signe.
Ainsi,

e+ 1] <[22 3| <=2 <

[SSIN )

Donc I’ensemble des solutions est | — oo, 2] U [4, +-00] |

Graphiquement : 1’ensemble des solutions est I’ensemble des abscisses des points du graphe de
x — |z + 1] pour lesquels le graphe de z — |z + 1| (courbe rouge) est en-dessous du graphe de
x + |22 — 3| (courbe bleue).

3-2z< |z — 3
Rappel : Pour tout A € R, pour tout X € R,

AL | X|<= X<-AouX>A

10

11



Quand A > 0, cette équivalence se comprend bien si on se souvient que |X| est la distance de X a
0. Elle est évidente si A < 0.

3—2x<|x—%| = x—%<—(3—2x)0u3—2x<x—%
<= %Sxou%éx
<~ gga:car%<%

Donc I'ensemble des solutions est [£, +oo]

Interprétation graphique : L’ensemble des solutions est ’ensemble des abscisses des points pour
lesquels la droite d’équation y = 3 — 2z est en dessous du graphe de x — |2z — 3|.

Ces deux graphes ont un unique point d’intersection qui a pour abscisse %.

e+l =—z+2 ().

ATTENTION! On n’écrit pas "|z + 1| = -z +2 <=2 +1=—cx+2o0uax+1=—(—2+2)"
C’est seulement si ¢ > 0 que 'on a |z| =a <= x =a ou z = —a.

Il faut revenir a la définition de la valeur absolue pour résoudre cette équation :
[t+1l=2z+1sia+120,|z+1=—(z+1)siz+1<0.

z+120 rz+1<0
(B) r+1=—-x+2 Ou{—x—lz—x—l—Q
o J+120 {x+1<0
2r=1 3 = 0( impossible)
r+12>20
— 2r =1
1
— .13—2

1
Donc 'ensemble des solutions est {2} .




Graphiquement : ’ensemble des solutions est I’ensemble des abscisses des points d’intersection des
graphes de x — |z + 1| et de z — —z + 2.

. : . . : .1
On voit que ces deux graphes ont un unique point d’intersection, qui a pour abscisse 3

Exercice 6.

1. Inlz+1] —In|2z4+ 1| <In2
On note D 'ensemble de définition de cette équation.
Soit & € R fixé quelconque.

r+1#0
reD <— 2 +1 40
x# -1
=
24 —1

Donc D =R\ {-1,—1}.
On résout I’équation sur D :

Injz+ 1] —In|2z+ 1| <In2 In|z+ 1| <In2+In|2z + 1|
In|z + 1| < In(22z + 1)) (1)
[z +1] <[220+ 1) (2)(+)

(r+1)2 < (4o +2)2

0< (4z+2)%2—(x+1)2
0<(z+2+z+1)dz+2—2—1)
0< (B5x+3)(3z+1)

fregree

(*) (1) = (2) car on applique exp, croissante sur R.
(2) = (1) car on applique In, croissante sur R .

On fait un tableau de signes :

; S N S —
57 +3 - 1 - T 1+ ¥
3z +1 - - - - 0 +
Gr+3)Bz+) |+ | + 0 - || - 0 +
On en déduit 'ensemble des solutions : | — oo, —1{U] — 1, —2] U [~ %, +oo[ |

2. n(2) <1
e On note D ’ensemble de définition de cette équation.
Soit & € R fixé quelconque.



xr—1#0
re€D <= {§ﬂ>0
x#1
= (x+1)(z—-1) >0
—_——

trinome de racines 1 et —1

Donc D =| — oo, —1[U]1, +00[.

e On résout I'inéquation sur D :

I (2) <1

= 1n,(i+}> < In(e) (1) (%)
— z+1 )
x—1 €
T+ 1
= —e<0
v 1
1- gg_Jrl(lJre)
e Uzoe <0

z—1
(*) (1) = (2) car on applique exp, croissante sur R.
(2) = (1) car on applique In, croissante sur R .

Nous allons faire un tableau de signe pour étudier le signe de ce quotient de deux polyndmes de
degré 1. Pour cela, il nous faut trouver leurs racines :

dénominateur : z —1=0<4<=z = 1. )
e+ . "
T Ce nombre est strictement positif (car 2 < e < 3).

numérateur : (1—e)z+(1+e) =0z =

Il est méme strictement supérieur a 1 puisque e — 1 < e + 1.
On en déduit le tableau de signe :

x 1 L
—(e—1zx+(1+e) + + 0 -
r—1 - 0 + +
e e e

En recoupant ce résultat avec I’ensemble de définition D, on en déduit :

L’ensemble des solutions est | — oo, —1[U] <=L, 400 |

T 6
— (B).
Ensemble de définition : R\ {1, 2}.

=2 T x-—1

T 6
r—2 x—1"
x(x—1)—6(x —2)
(o= 2@ 1)
2?2 — Tz +12 <0
(z—1)(x—2)
On étudie le signe de cette fraction en étudiant le signe de (z — 1), (z —2) et 2% — 7z + 12 (trindme
de racines 3 et 4. A aide d’un tableau de signe, on trouve :

‘L’ensemble des solutions est [3,4]U]1, 2] ‘

(E)

<0

2
4. — + 12 <4 (E). Ensemble de définition : R*.
x

2
2 _
T 4x+2<

!



On étudie le signe de ce quotient. Le dénominateur est un trindme de racines 2 — /2 et 2 + /2.
On fait un tableau de signe.

On en déduit 1’ensemble des solutions : | — oo, 0[U[2 — /2,2 + v/2] |.
VT F2< V22 -3

On note D ’ensemble de définition.
Soit = € R fixé quelconque.

z+2>0
TED = 4 2p_3>0
T > —2
x;%
3
— > -
T2

On en déduit : D = B, 400 [

On résout 'inéquation sur D (ici on inclut dans les conditions le fait que x € D) :

Dol w
—
)
m
>}
N—

<~ 5H <

Donc lensemble des solutions est : [5, +00] ‘

—x

—e
= 2. Ensemble de définition : R. On multiplie par e*, qui est strictement positif, ce qui

nous assure 1’équivalence.

1
(B) = ()2 1) =2
— (e%)?—4e*—1=0
<= " est racine de X? —4X —1=0 (F')

(E") est une équation du second degré de discriminant A = 20 > 0. Il y a donc deux racines réelles
distinctes : 2 — /5 et 2 + /5.
On remarque que 2 — /5 < 0 car v4 < v/5. Et 24+ /5 > 0. D’ou :

(E) <= e*=2-V5o0ue*=2++5
N————
impossible
= e =2+5(12+V5>0)
— x=Imh2+V5).

L’ensemble des solutions est donc {In(2 +v/5)} |

et —e "

. —————— =a, avec a € R. Ensemble de définition : R.
et +e "

(F) < e"—eT=ae"+ae®
— (l—-a)e*=(1+a)e "
— (1-a)e*® =(1+a)

Sia=1,(E)=0=2. ‘Donc si a = 1, ensemble des solutions est () ‘

est strictement positive si, et seulement si,

1 1
Sia#1, (B) < e* :1+ Orlaquantlte1+a

a €] —1,1] (cela se prouve & I'aide d’un tableau de signe!) Ainsi :

‘Sl a < —1oua > 1, ’ensemble des solutions est () ‘




&aey—Lu,@»¢:2x:m<i+a)

—a

1 1
Donc si a €] — 1, 1], 'ensemble des solutions est {2 In (1 + a> } .
—a

Exercice 7.

1. (E): 2V = (z)*. Puisque V? = V=" et (/z)* = €*" V7 D’ensemble de définition de cette
équation est RY.

r e RY
(E) — {eﬂln:_emln\ﬁ
r € Ry
Vzlnz =zln/z
z € RY
1
— \/Elnx—ixlnxzo
z € RY
1
— (Ina)ya(l - 3va) =0
€ Ry
1
lnx:OOu\/;E:OOul—§\/§:0
<— z=1lour=2
— z=1louz=4.

Donc ’ensemble des solutions est {1,4} ‘

2. 22" — 3" Ensemble de définition : R.

(E) — ew3 In2 _ e:r2 In3
< 23In2=22In3
<~ 2?(zln2-1n3)=0
— =0ouzxz= In3

z=00uz= "
. In3
Donc I’ensemble des solutions est {0, ﬁ} .
n

3. 20 4 oztl 4 portn — 37 4 x4+l 4 3747 Fngemble de définition : R.

(B) < 2°(14+24+..4+2")=3"(1+3+..4+3")
. () . (%)
2nTe —1 3T —1
25E — x
A =1 0 31
= 2x(2ntl 1) =3°_(3"t —1)
2\" gl 1
2) =2 = 1
= (3) ~zwe .
< zln 2) In 371“7_1 (2)
3) T \2(2n 1 —1)
(sz=5)
In|———
2(2nt+l — 1
= = ( ) (3)

=(5)

) : somme des termes d’une suite géométrique de raison 2 # 1
**) : somme des termes d’une suite géométrique de raison 3 # 1

) (2) car on applique In. C’est possible car les nombres sont strictement positifs.
) (1) car on applique exp.

*

=
—

(
(
(1
2



2
(3) : on divise par In <3) # 0.

3t —1
1 - -
! <2<2n+1 - 1>>

On en déduit ’ensemble des solutions :

0




