*CPST

d , . . fo)
. ¢ Corrigé du devoir maison n° 3

BCPST —
1.2

Exercice 1 - Calculs
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2. Nombres complexes et trigonométrie
(a) On trouve : | a = 2v/3¢'5 et b= /2e77 |
V3+3i  a  2V3e' i V3 4+ 3i i
b = - = - —= 6 3 ZZ' D = 6 12 |,
(b) T3 b Voot V6eise onc T e
V343 (V3 +30)(1+14) V3+3i V3-3 V3+3
(c) — = ‘ —~. Donc — = +i :
1—i (1 —4)(1+14) 1—i 2 2

3
\/_+ ’ 6c os +Z\/_sm . On en déduit, en identi-

fiant d’une part les parties reelles et d’ autre part les parties imaginaires des deux
expressions obtenues (en b. et c.) :

_V3-3 V3-3
6 cos 15 m— , donc cos = 7” = ———,donc|cos L = —
Ve 2 21/6 222

o 1+V3

Et de méme, | sin 4%

12 — 2v2

(d) D’aprés la question b.,

O 12 + ) = —sin — 3—1
feos E cos(5 + 73) sin 17; On en déduit | sin {5 = \/2—\/5
e + 5) = — 3+1
e méme, sin 5 = sin(§ + §5) = cos 17; On en déduit : | cos & = \/2_\/5

i 3im

. sl dim . 3im 3im 3im
3. On factorise par 'angle moitié : z =€ (e7 5 +e5 )=¢€ 2C083?Tr

Or§<3”<7rd0nccos < 0.




Donc |z| = |2 cos 2| = —2cos 2F.
Puis, ﬁ = e =¢ime’s =e'5.
z

Donc | le module de z est ZCOS T et 8T en est un argument |.

4. Somme télescopique

jo_g—iz )3 i _ gt 1 g it _ o—3i in3xr — 3sinx
3 N 5 3 - el _p—iw o 6321 —3€ZI+36 g 3ix o Sin
(a) D’aprés les formules d’Euler, sin® x = ( 5 > = LR = ") .

N 3. T
Alinsi, sm3x:Zsmx—Zsm3x..

(b) Soit n € N*. S,, = i 3ksin® (&) = zn: 3% (3sin (&) — 1sin (22)) d’aprés la formule

1 3k
k=1
précédente.
n
Donc S, =3 2 (3%sin () — 3" 'sin (5%7)) (somme télescopique).
Donc S, 4181n(39)—%sin(8) :

Exercice 2

1. On calcule les premiers termes de cette suite en utilisant la relation de récurrence et les
deux premiers termes :

2. (a) Soient 6 € R et n € N fixés quelconque. On applique les formules de trigonométrie
donnant le cosinus d'une somme :

cos((n+1)8) + cos((n — 1)0 = cos(nf + ) + cos(nf — 0)
= cosnbf cos @ — sinnb sin  + cos nb cos 0 + sinnb sin 0
= 2cosnbcosb

Donc cos((n + 1)0) + cos((n — 1)8 = 2 cosnb cos @ |.

(b) Soit 0 € R fixé quelconque. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
P(n): "T,(cos(h)) = cos(nb)".
e P(0) et P(1) sont vraies car Ty(cos(f)) = 1 = cos(0) et Ti(cos(#)) = cos(f) par
définition de Tj et T7.

e Soit n € N* fixé quelconque tel que P(n — 1) et P(n) soient vraies.
Alors, d’aprés la relation de récurrence définissant la suite (7),),

Tri1(cosB) = 2cos(0)T,(cos()) — T,,—1(cos(d)).

Or P(n) et P(n—1) sont vraies, donc T,,11(cos @) = 2 cos(#) cos(n#) — (cos((n —
1)0)). D’aprés la question précédente, on a donc T),11(cos6) = cos((n + 1)0), ce
qui prouve P(n + 1).

e Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, | pour tout n € N, T,,(cos()) = cos(nf).




(c) Soit n € N fixé quelconque. D’aprés la question précédente :

T,.(—1) = T,,(cos(m)) = cos(nm) =
T,(1) = T, (cos(0)) = cos(n x
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3. (a) Résoudre I’équation suivante, d’inconnue 0 € R :

cos(50) =0 <= cos(50) = cos §
< S0=5+km keZ
— O0={+ki, kel

Donc I’'ensemble des solutions est : { (H%) ke Z} , qui est aussi :

{& + 2km, 3% + 2km, 55 + 2km, 1% + 2km, 9% + 2km, LT + 2k, L35 + 2k, L7 + 2k, LT 4+ 2k, L% 4 2kr, k € Z}.

(b) On peut représenter les solutions sur le cercle trigonométrique :

(c) 0 < {5 < § < 5. Donc, puisque la fonction cosinus est strictement décroissante sur

[0, 5], | cos {5 > ‘/73 (car cos § = \/73)

(d) La relation établie a la question 2b donne, pour n =5:V0 € R, Ts(cosf) = cos(50).

Donc, pour 6 = cos {5 : T5(cos {5) = cos 5 = 0

D’ou (puisque nous connalssons T5) 16 cos® 75 — 20 cos® {& +5 cos & = 0. Factorisons

par cos {5 :

cos 75 (16 cos® & — 20 cos® &£ + 5) = 0

Or nous avons Vu que cos 15 7é 0. On en déduit : 16 cos* = — 20 0082 o t5=0.
Donc cos {5 est une solutlon de I'équation (E) : 162" — 20x +5= O .

(e) On pose y = x? dans Péquation (E).

2
: y=z
(E) { 16y? — 20y + 5 = 0 équation du 2d degré!

= { )5

y:5+8\/5 Ouy:578\/5

_ \V5HVh _ 5+v5 _ V5-VvB _ 5-V5
< T = 2 ouxr=— 2 ouxr = WG} ouzr=-— 232

%5>Oet%g>0

car

3



Ainsi, Pensemble des solutions de (E) est :

2V2 7 22 7 2v2 2V2

{\/5+\/5 _A/5+VE /55 _\/5—\/5}

Nous avons vu que (E) admet 4 solutions deux a deux distinctes : deux solutions
strictement positives et leurs opposés. On a :

BB AB=VE  5—vE _ \/5+V5
2v2 2v2 2v/2 2v/2

5—/5 6 5—5 3 :
De plus, 0 < 5 — /5 < 6 donc 0 < 2= < 5. Done 0 < 22 < 4. En appliquant la

\/5—5 < V3
5 |

fonction Vo strictement croissante sur R, , on obtient : 373

<

< <

Nous savons que cos {5 est solution de (E). Or nous avons explicité les solutions de
(E) a la question 3e. Donc cos 15 est 'une des quatre valeurs trouvées a la question

3 . . .
3e. Or cos {5 > - et sur les quatre solutions obtenues au 3e, trois sont strictement

e 3 o .
inférieures a - Dong, par élimination, la seule valeur possible de cos 75 est la

o T \V5+VE
derniére : | cos 0= "2/ |

Exercice 3.

1. (a)

(b)

(c)

(e)

g est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R (car Vz €
R, 1+ z* > 0).| Donc g est définie sur R |.

2(—x) —2x
Vr eR, g(—x) = = = —g(x).| Donc ¢ est impaire | On en déduit
9(—x) EE o g9(z) g p
que sa courbe représentative est invariante par symeétrie centrale de centre O.

g est une fraction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition,
R.

Ft Vo € R, ¢(z) = 2(z% +1) — (22)? 2(1 - z?)

(22 +1)2 (a2 1)2
Puisque g est impaire, on peut se contenter de I’étudier sur R,. On obtiendra ensuite
toute la courbe a partir du tracé sur R, , en effectuant une symétrie centrale de centre

0.

g'(x) est du signe de 1 — z2. On en déduit le tableau de variation (sur R, ) :

T 0 1 0 +o0
9'(z) + -
1
g SN\
0 0
Précisions sur les valeurs et limites :
En0:g(0)=0
En 400 : Vo € R, g(z) = 2 = 2 . Don¢ lim = 0 par quotient

des limites.

On en déduit I'allure du graphe de g :




(f)

(c)

-4

D’aprés 1’étude précédente (tableau de variation ou graphe), la fonction étant conti-
nue, g(R) = [_17 1] :

, .. . 1
g n’est pas injective | car par exemple, 2 # 3 et g(2) = g(3).

g n’est pas surjective | car g(R) = [—1, 1] (par exemple 3 € R (ensemble d’arrivée

Jmais 3 n’a pas d’antécédent par g.

Posons | I = [—1,1] et J = [—1,1] | L’application

g: I — J
2x
2241

est bijective. En effet, elle est strictement croissante donc injective. Et J est l’en-
semble image : §(I) = J, donc g est surjective.

f(z) est défini si (x+1) et (1—xz) sont de méme signe et non nuls donc| D = |—1,1] |.

Soit y € R fixé quelconque.
Etudions 'équation suivante, d’inconnue z € D : f(x) = .
flz)=y< (e =1)=x(e? +1).

. . . . _ev—1 , .
Puisque ey’—l— 1 est non nul (>1), il y a une solution unique = = o1 On vérifie que
r4+1=2_>0et1—2= -2 >0 donc cette solution est bien dans D.

e¥+1 e¥+1
f est donc une bijection de D dans R et son application réciproque est :

e¥—1
T o= G4

f—l—{R — D

Vy e Rygo f7l(y) = % = f~Y(2y) donc | fogo f~! = 2idg |ou idg est
I'identité de R




