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Probléme

1. (a)

(b)

()

(d)

On sait que lin% % = 1donc hr% f(z) = 1. Cette limite existe et elle est finie, donc f est prolongeable
T— T—

par continuité en 0, en posant :

f: R+ - R

o ] EEsiz>0,
lsiz=0

Sur R*, f est le quotient de deux fonctions de classe Cl sur R% , le dénominateur ne s’annulant pas.
Donc | f est de classe C' sur RY. |

De plus, les régles de dérivations usuelles donnent : | Va € RY, f/(x) = ZesZsinz |

x2

f est continue en 0 par construction (définition du prolongement par continuité en 0).
Etudions la limite du taux d’accroissement de f en O :

f@)—f0) _ =p=-1
Vo e R*-‘r’ x—0 - T - )
Or sinz =T+ o(x?) donc sinz — z = o(z?). Donc en multipliant par J; : $22=% — o(1). Donc

=0, ou encore : lim %{;(0) =0.
z—0

sinz—x
22

sinz—x

lim =275

z—0

Cette limite existe et elle est finie, donc | f est dérivable en 0 de dérivée f/(0) = 0. | Par ailleurs,

nous avons vu que Vo € RY, f/(z) = L98L280% o gcosz — sina = o(2?) (par opérations sur les

développements limités), donc lin%] £eostosin® — (). Donc lirr%) f'(z) = f/(0). Donc f’ est continue en
T—r r—

0.

Nous avons montré précédemment que f est de classe C' sur R7.

On en déduit que | f est de classe CT sur R, |

i. g est la somme de deux fonctions dérivables sur R donc g est dérivable sur R, et Vz € R, ¢'(x) =
—zsinz.
Etudions le signe de ¢’ sur [0, 7] :
Vo € [0,7], * > 0,sinz > 0. Donc Va € [0,7], ¢'(z) < 0. De plus, sur [0,7], ¢’(z) s’annule
seulement en x = 0 et z = w. Donc g est strictement décroissante sur [0, 7].
De plus g(0) = 0. Donc | Va €]0,7], g(x) <0, et g(0) =0. |
Or Vz € Ry, fl(x) = % On déduit de V’étude précédente que Vz €]0,7], f'(z) < 0, et
f'(0) = 0. Donc | f est strictement décroissante sur [0, 7]. |

ii. Soit n appartenant a N* fixé.
Si n est pair : on pose n = 2k, k € N*.
Vo €)2km, (2k+1)7[, ¢'(x) = —xsinz < 0, et ¢'(2kw) = ¢'((2k+1)7) = 0, donc g est strictement
décroissante sur [2km, (2k + 1)7]. De plus g est continue sur [2k7, (2k + 1)7], donc g réalise une
bijection de [2kw, (2k + 1)7] sur g ([2k~, (2k + 1)7]) = [g((2k + 1)7), g(2kn)] = [—(2k + )7, 2kn].
Or 0 € [—(2k 4 1)7, 2kw], donc par définition d’une bijection, 0 posséde un unique antécédent
sur [2km, (2k 4+ 1)7], noté zax. Donc ’équation z cosx = sinz posséde une unique solution zay,
sur [2km, (2k + 1)7].
Si n est impair : on pose n = 2k — 1, k € N*.
Vo €](2k— 1), 2kn[, ¢'(x) = —xsinz > 0, et ¢'(2kmw) = ¢'((2k—1)7) = 0, donc g est strictement
croissante sur [(2k — 1)m,2k7]. De plus ¢ est continue sur [(2k — 1)7, 2k7|, donc g réalise une
bijection de [(2k — 1), 2kx] sur g ([(2k — )7, 2kn]) = [g((2k — 1)7), g(2k7)] = [—(2k — 1)7, 2kn].
Or 0 € [—(2k —1)m, 2kx], donc par définition d’une bijection, 0 posséde un unique antécédent sur
[(2k — 1)7, 2k7], noté xor_1. Donc I’équation z cosx = sinx posséde une unique solution zax_;
sur [(2k — 1), 2kn).
Ainsi, pour tout n € N*,| Péquation (£,) admet une unique solution z,, € [nm, (n + 1)a]. |Ainsi,
d’apreés ’étude précédente : g est strictement négative sur les intervalles |zok, zog+1[, strictement
positive sur les intervalles |xor_1,xok[. Donc il en est de méme pour f’. Puisque f est continue
sur Ry, on en déduit :




()

(f)

Si n est pair :

[ est strictement croissante sur [nm,z,] et strictement décroissante sur [z,,, (n + 1)7].
Si n est impair :

f est strictement décroissante sur [nm, z,] et strictement croissante sur [z, (n + 1)7].
De plus, f s’annule en tous les n.

Au voisinage de +oo, f est le produit d’une fonction bornée (sinus) et d’une fonction qui tend vers

0. Donc ’ chI-sr-loo f(z)=0. ‘ Donc la courbe représentative de f présente une

| asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage de +oo. |

Allure de la courbe représentative de f sur [0, 67] :

2. Etablissons une inégalité utile :

(a)

Définissons la fonction h suivante :

h: [0,53] — R
T — az:cosac—sinac—i—‘"’32—2
h est dérivable sur [0, 7] (somme de fonctions dérivables) et
Va;n[0, 5], W(x) =2 —xsin(z) = (1 —sinz) > 0 (car sinz < 1

):
Donc h est croissante sur [0, 5]. De plus, h(0) = 0 donc Vz € [ 5], h(z) = 0.

M

Ainsi, | Vz € [0, 5], - % < xcosxz —sinx |

Nous avons montré a la question 1(d)i que Va € [0, 5], xcosz —sinz < 0, donc en regroupant ce

¢
résultat avec la question précédente, on obtient : Va € [0, 7], —m—; < zcosz —sinz < 0. On multiplie
par =z > 0 sur J0, Z[, dou : Vz €]0, 5[, —3 < f/(z) <0< 3. Dou:

vz €]0, 5[, [f' (@) < 3 |

Voir cours (c’est I'inégalité des accroissements finis)

Nous avons montré a la question 1(d)i que f est strictement décroissante sur [0,7]. Donc f est
strictement décroissante sur [0, §]. De plus, f(0) =1et f(5) = =

Montrons que Vz € [0, ], f(x) € [0, §].

Soit z € [ 7] fixé quelconque.

0<z <3 On applique f, décroissante sur [0, 7], d’ot f(5) < f(z) < f(0).

Donc 0 < 2 < f(z) <1< 3. Ainsi, f(z) € [0,%]. | Donc [0, Z] est stable par f |.

Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
T
Pr 2 "uy € [0, 5}”

e Py est vraie car ug = 1 € [0, T].

e Soit n € N fixé quelconque tel que P,, soit vraie.

Donc u, € [0, §]. Puisque [0, 7] est stable par f, on en déduit que f(uy) € [0, 5], donc u,11 € [0, §].
Donc P,,4+1 est vraie.

e Conclusion : ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | la suite (u,) est a valeurs dans [0, 5] |




(¢) On définit la fonction k : v — f(z) — x.

™

e k est dérivable sur [0, 5] (somme de fonctions dérivables sur cet intervalle) et

Ve € [0,3], k' (z) = f'(xr) =1 <0 (car f'(x) <0 sur [0, F]).

Donc k est strictement décroissante sur [0, 5]. De plus elle est continue sur cet intervalle. Donc d’aprées
1(—; théoréme de la bijection, k réalise une bijection de [0, 7] sur son image k([0, §]) = [k(5), k(0)] =
2-7,1]

LIRS [% — 7,1], ensemble d’arrivé de la bijection k (car % <1< 3). Donc il existe un unique réel

a € [0, 3] tel que k(a) = 0.

Ainsi, | sur [0, 7], 'équation f(x) = x admet une unique solution, o |.

k(1) = f(1) =1 =sin(l) =1 <0car 0 <1< 7.

Donc k(1) < k(a). Donc, puisque k est strictement décroissante sur [0, 5], | o <1 |.

Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
” 1 2
Pr: |un—a|<2—n|u0—a\

e Py est vraie car |ug — a| < 35 |up — | (en fait c’est une égalité).

e Soit n € N fixé quelconque tel que P,, soit vraie.

Puisque u, et a appartiennent & [0, 7], d’aprés la question 2c, on a :

[f (un) = f(a)] < glun — ol

Or f(up) = un41 et f(a) = a. De plus, en multipliant par £ > 0 I'inégalité donnée P,, on a
1 1

7lun — ol < girfuo — af.

Donc |up+1 — af < 3|up — | < 34 |uo — . Donc P41 est vraie.

e Conclusion : ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | Vn € N; |u,, — | < QL ug — af.

De plus, 0 < a <1donc0<1—a<1. Donc |l —a| <1 Ainsi,| Vn €N, |u, —a| < 3.

Nous avons donc :

lim - =0 (suite géométrique de raison % €] — 1,1[)

{VneN up — o < 5

n—-+oo

On en déduit, par une proposition de cours sur les suites, que | la suite (u,) converge vers « |.

On veut trouver un entier n tel que |u,, — a| < 1073.

Puisque |u, — a| < 5%, il suffit de trouver n tel que 5 < 1073, Or :

L <1073 = 2»>103

271
<= nln(2) >3In10
— n >3l

Or 111;7120 ~ 3,32 &4 102 prés par défaut, donc 3,33 > 1{;1—120, donc 9,99 > 311’;—120.
Donc si n > 10, 'inégalité 57 < 1072 est vérifiée.

Donc | pour n = 10, u,, est une valeur approchée de av & 1073 prés |.

4. Informatique.

(a):

-

2

def suite(n):

u =1
for i in range(n):
u = sin(u)/u

return u

def valeurapprochee(eps):

u =1

n =0

while 1/2%*n > eps:
u = sin(u)/u
n =mn+ 1

return u




