Lycée Pierre de Fermat 2024-2025
BCPST 12 Feuille d’exercices numéro 23

INTEGRALES ET PRIMITIVES.

1
tTL
Exercice 1. On considére la suite (uy,)nen définie pour tout n € N par : u,, = / mdt.
0
n t'ﬂ

t
1. Montrer que Vn € N*, V¢t € [0,1], 5 <

2. En déduire que lim wu, =0.
n—-+o0o

Exercice 2.

(on pourra considérer la fonction

| =

1. Montrer que pour tout k € N*, <ln(k+1)—Ink <

. kE+1
t — — et encadrer son intégrale sur [k, k + 1]).

n

2. En déduire un encadrement de S,, = Z o pour tout n € N*.
k=1

3. En déduire que S, o Inn.

Exercice 3.

. 1 r
1. Soit f une fonction continue sur [0,2]. Etudier la limite, quand « tend vers 1 de 1 / f(t)dt.
r—=L1)

On pourra introduire une primitive de f sur [0,2] aprés avoir justifié son existence, et exprimer
I’intégrale & ’aide de cette primitive.

1 T
2. Application : déterminer la limite, quand = tend vers 1 de / —dt.
x—1J; 1+

Exercice 4. Sommes de Riemann : Etudier les limites des suites :
1. . © . 2r .onm
1. u, = f[smf + sin — +...+Sm—],
n n n n
n( 1 n 1 n 1 )
(n+1)2  (n+2)27  (n+n)?”’
. VI+V2+ .. +vn—1
ny/n ’

4z, = ’\L/(1+(i))(1+(3))...(1+(2)).

2. v, =

3. wy

Exercice 5. Calculer :

™

0 2
2 1 Yvooe? B
/ % dx, / 2$7+ dz, / _c dz, / tanz dx (2)
_1zrf 41 0o T°+x+2 o l+e® 0
" 2 E T 2
/ (14 cos”z)sinx da:,/ sin® z dw,/ sin” x cos” x dx.
0 0 0

/Qhwd /yil dz, (3) /1 VItzdr (4)
X, X, B X X ax
1 0 ¥?+2 0

T



Indications :
(1) Ecrire :  +3=(z + 1) + 2.
(2) Pour toute la ligne, reconnaitre L (s’intégre en In |u|).

u

. 1 1 1
(3) Ecrire — = s et penser & la dérivée de arctan.

‘ ?2+2  2(5)7+1
(4) Ecrire zvV1+z=(z+1-1DV1i+z=(x+1)* — V1+z. (o & déterminer).

Exercice 6. Intégration par parties :
Rappel : Si u et v sont deux fonctions de classe C* sur [a, b], alors :

b b
/ L (E)o(t) dt = [u(t)o(t)]’ — / w(t)' (1) dt.

b
exemple : / tsint dt = [(— cost)t]® —/ —cost) dt (on a posé u(t) = —cost et v(t) =t).
a

x 1 =
Calculer : / Int dt, / te3t dt, / t cos(2t) dt, / t sin(2t)
1 0 0 0

Exercice 7. Intégration par parties :
2
1. Déterminer une primitive de ¢ — 52 et préciser sur quel intervalle elle est définie.

[ME]

(indication : au numérateur, écrire t* = (t2 4+ 1) — 1).

1
2. Calculer / tArctant dt. On fera une intégration par parties.
0

Exercice 8. Si f est une fonctlon contlnue sur un segment a,b], alors le théoréme de convergence

des sommes de Riemann dit que im Z fla+ k: / (@) dt.

) de la somme représente ’aire (algébrique) d’un petit rectangle :

Chaque terme

Méthode des rectangles pour le calcul d'intégrale

On peut donc calculer une valeur approchée de l'intégrale d’une fonction continue sur un segment en
calculant la somme suivante, appelée somme de Riemann associée a f :

b n—1

Ry=""3 fla +k(bna))-

n
k=0




1. Ecrire une fonction Python rectangles(f,n,a,b) qui calcule la somme de Riemann R,, d’une fonc-
tion f sur le segment [a,b] :

4 1
2. Soit la fonction f: x — ﬁ.Quelle est la valeur exacte de l'intégrale / f(t) dt?
x 0

b
3. On peut montrer que si f est de classe C* sur [a, b], alors I'erreur commise (’Rn —/ f(t) dt]) est
a

(b — a)? sup{|f'(z)||z € [a,b]}
2n
un entier n pour lequel R,, est une valeur approchée de m & 1073 prés.

. En admettant que |f’| est majorée par 3, en déduire

majorée par

Exercice 9. On peut améliorer I’approximation précédente en remplacant les rectangles par des

trapézes de sommets (zy,0), (J;k+1,0),b(xk+1,f(xk+1)), (g, f(xk)),
—a

ouon aposé Vk € {0.n}, zp=a+k

Méthode des trapézes pour le calcul d'intégrale

d

b
On prend alors pour valeur approchée de / f(t) dt la somme T,, des aires des petits trapézes ainsi
a

construits.
1. Rappeler 'aire d’un trapéze et déterminer, pour tout n € N, la somme T,,. (en fonction de f, a,
b).
2. Ecrire une fonction Python trapezes(f,n,a,b) qui calcule la somme T},, pour une fonction f donnée,
entre a et b.



CORRIGE INTEGRALES ET PRIMITIVES.

Exercice 4.

1. m . 2w . nw
1. u, = f[smf+s1n—+...+sm—].
n n n n

1 & = i
Up = — ink— = ink— in0 =0 et sinw =0).
n nZsm " Zsm - (car sin0 =0 et sinwm = 0)
k=1 k=0
On pose

f: 0,1 —- R
T — sinmz

Donc
182k
Vn €N , Un = E];:Of(%)

La fonction f est continue sur [0, 1] donc par convergence de ses sommes de Riemann,

R Ry 1

Donc .
li n = t)dt
Lm u /0 f(t)
Or
! L 1 | 2
/ f@)dt = / sin wtdt = {—coswt] = ——(cosm) — cos0) = —.
0 0 T 0 ™ m
1 1 1
2. v, =

"o Y e T e

1 p—

1 1 1 — 1

VnEN* VUp =N —_— =N - == - -
» un 2 2 k

k=1 (n+ k) k=1 (1+ (E))2 et (1+(3))?

n

Pour pouvoir appliquer le lemme 1 du cours, on doit légérement modifier les bornes en ajoutant et
retranchant des termes qui tendent vers O :

R 1
VYn € N*, v, = — —_— - — 1
XTIt A _
= terme d’indice 0
terme d’indice n
Donc )
1« 1 11
v":ﬁZ(l_Fk)z n n
k=0 n
—0
On pose :
f: 0,1 = R
1
’_) e
! (1+ )2
Donc

n—1

1 k 3
VneN', vy == 3 f(o) - =
nels, v n;ﬂn) 4n

La fonction f est continue sur [0, 1] donc par convergence de ses sommes de Riemann,

R Ry 1



Donc, par somme des limites (puisque lim — =0) :
n—+oo 4N,

1
Hm u, = / F(t)dt
0

n—-+oo
Or ) ) .
d 1 1
[rwa= [ = :[_ } !
0 0 (1 + 33)2 1 +x 0 2
On en déduit :
limv, = =

:ﬁ+ﬂ+...+m.

3. w,
v ny/n

n—1 n—1
. v VE
vneN,wn—k:1m—kiom

(le premier terme (indice k=0) de cette derniére somme est nul)

Donc 1
1+~ [k
wa =00 \/;
k=0
On pose
f: [01] = R
x =V
Donc

1k
V' N* n = — —
n e N*, w nkzzof(n)

La fonction f est continue sur [0, 1] donc par convergence de ses sommes de Riemann,

. 1 n—1 k 1

Donc )

lim w, = [ f(t)dt
0

n—-+oo

/Olf(t)dt = /01 Vidt = [;tg}; :%

1 2 n
4.z, =/ (1+(=))(1+(=)).(1+(=)).
ro= {fae )2t @y
Exercice 5.
Toutes les fonctions & intégrer sont continues sur les intervalles considérés, donc ces intégrales sont bien

1 1

2 3 17

définies. / (22% 4+ 32 — 5) dox = [33:3 + §$2 — 533} =——.
0

v v 3 1 2 5 2 3 Y
/ (x—l)\/fda::/ x> —x?dr=|Zx> — a2
1 1 ) 3

1

Or

2 2 2 2 2 2
1-— 1-2 1 4 2 14 16
/ de: T dm:/ —2\/§+xgdx:{2\/§—xg+xg =
1 e VT

VT 1 Nz 3 57 ], 15 15
2 2
x+3 (x+1)+2 2 9
dv= | ~———— dx = 1 dr = 21 1] =2+2In3.
/Orr—l—l x /0 1 x /0 +x—|—1 r =[x+ 2In|z+ 1] +2In




0 01 22 1 9 0 1
/_1 o) dr = /_1 2241 dr = §1n|m +1] B = —51n2. (cette intégrale peut aussi se calcu-

ler en effectuant le changement de variable t = 2% + 1).

2+ z+2
gement de variable t = 2% + x + 2).

2
2 1
/ vl de = [In|z® +z + 2”3 = 2In2 (cette intégrale peut aussi se calculer en effectuant le chan-
0

TR
/ T dr = [In|1 + €[]} . (cette intégrale peut aussi se calculer en effectuant le changement de va-
0 e

riable ¢t = e”).

T T sinx ™ 1 . .
/ tanz dx = / dz = [—In|cosz|]§ = 3 In 2 (cette intégrale peut aussi se calculer en effectuant
o o cosw

le changement de variable t = cos ).

0053 xT

/ (14 cos’z)sinx dox = —/ (14 cos?z)(—sinz) do = — [cosx+
0 0

aussi se calculer en effectuant le changement de variable ¢ = cos z).

"8 -
=3 (cette intégrale peut
0

s 3
z T 1T 1 . . . .
/0 sin®z dz? Linéarisons sin®z : sin®z = <62;) = W(QSZCE — 3 4 eI — 73Ty =
1 3ix _ ,—3ix ix _ ,—ix 1
CHE (e 2: — 3¢ 2; > = fz(sin?)x —3sinx). D’ou :
z 21 3 1 72
/0 sin® 2 dox = /0 Z(3sinx —sin3z) dx = [—4 cosx + - 005340 =3
"o 2 s .2 2 .2 2 et — e e e\t 1,
sin® x cos” x dx ? Linéarisons sin” x cos” x : sin” x cos” z = - = —(e*" —
o 2 2 16
-1 . . 1
e )2 = (M f e _2) = —(1 — cos4x). Ainsi :
16 8
T "1 1 1 T
/0 sin z cos® x dr = /0 §(1 —cosdx) dx = [8(36 - 4sin433)}0 = %
Zlna 2 2 1 2
/ — dz 2/ w(z)u'(x) dz, avec u :  — Inxz. Or / u(z)u' (x) do = [2u(m)2} . D’ou :
1 T 1 1 1
2 2
nzw 1 1
— dz=|=(Inz)?| ==(n2)>2
| ao = [pmar| =)

S—
<
—_

2 +2 dv = /Oy W dx = L}iArctan (\%)K
1

/1d /11 d {A 'x]l T
T = xr = rcsin = —.
0o V2—a? 0 \@/1*(%)2

val, T
/1x\/1+xdx:/1(x+1—1)\/1+xdac=/ (x+1)\/1+a:—\/1—|—xdx:/ (a:—i—l)%—\/l—l—xdx:
0 0

1 1
0 0
1

[SI[s)

(1 +:c)3] = %(\/5+ 1).

[§(1+:c) :

0
Exercice 6. ) . .
x ° 2
Calculer : / Int dt, / te?t dt, / t cos(2t) dt, / 3 sin(2t) dt
1 0 0 0
1

. te3t de?

0
On effectue une intégration par parties en posant :

{ u'(t) = €3 w(t) =

u et v sont de classe C'' sur [0, 1].



Donc

Exercice 7.

2
1. la fonction ¢ +> e est continue sur R donc elle admet des primitives sur R.
t2 t2+1)-1 1 L. t2
Vit ERR, Te- erl Sl ire Donc t — t — Arctant est une primitive de ¢ — e
sur R.

2. la fonction ¢t — tArctant est continue sur R donc sur [0,1]. Donc cette intégrale est bien définie.
2

t
Effectuons une intégration par parties en posant, V¢t € [0,1], u(t) = Arctant, v(t) = o u et v sont

1
de classe C* sur [0,1] et V¢ € [0,1], v/(t) = e et v'(t) = t. Ainsi :
1 12 Log 1 g2
tArctant dt = | —Arctant| — = — dt.
o 2 o 2Jy 1482
2
Or nous venons de calculer une primitive de ¢t — 78 Alinsi,

1

1 2
t 1
/ tArctant dt = {Arctant} ——[t- Arctant](l) =
0 2 . 2

N
N



