Lycée Pierre de Fermat
BCPST 12

SUITES RECURRENTES.

Exercice 1. Déterminer le terme général des suites suivantes en fonction de n :

NS ok e

ug=-3, VneN, wu,i1=—u,.

us =1, VYn€|[3,4+oof, uUnt1 =u,+2.
up =2, VYne|l,+oof, uUnt1i = un.

upg =1, Vné€[2,+oof, uUpt1 = —3u,.
up=—2, vneN, up41 =3u, —4.

up =1, VYne[l,4oof, upt1=—un+2.
1, VneN* wu,q=2ud.

U1

Exercice 2. On considére la fonction :

f: R\{3} — R

x—4
T — —
r—3
. s Up — 4
et la suite (up)nen définie par up =1 et Vn € N, upp1 = f(uy,) = 3
o

L

Montrer que Vz €] — 00,2[, f(z) < 2.

Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que pour tout n € N, u,, < 2.
Montrer que I’équation f(x) = 2 admet une unique solution « sur R\ {3}.
On pose :

1
YneN, wv,=

Up —
Montrer que (vy,)nen est une suite arithmétique.

. En déduire ’expression de u,, en fonction de n. Quelle est la limite de u,, quand n tend vers +oo?

Exercice 3. Déterminer le terme général des suites suivantes en fonction de n :

1.
2.

N ok W

up=—1,u1 =2, Vne€Nuyro=2uUpt1 — Upn.

up =3, upg =17, Vn € N* upyo = 3upy1 + 4uy,.
ug=1,u; = -2, VnéeN, %un+2 — 3Up+1 + 6uy = 0.
up =0,u1 =0, Vn &N uyppo=15upy1 + 6u,.
up=1,u1 =0, Vné&N uppo+ dupt1 + 6u, = 0.
up=1,u1 =2, VnéeNu,o= ui+1un.

uw=1u =2, Vne€Nu o= /U1ty

Exercice 4. Soit (uy,)nen une suite réelle.

1.

2.

. . . L. u 1 + u -1
Montrer que si (uy,)nen est une suite arithmétique, alors Vn € N*, u,, = %
un+1 + Up—1

Réciproquement, montrer que si Vn € N*, u,, = 5

, alors (u,)nen est une suite arith-

métique.
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Correction de ’exercice 1

1. (uy) est une suite géométrique de raison —1 et de premier terme ug = —3.
Donc Vn € N, u,, = up(—1)" = =3(—1)" = 3(-1)" "1
2. (up) est une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme us,

donc Vn € [3,4+o0f, up =us+2(n—3)=14+2(n—3) =2n—>5.
3. (up) est une suite constante de premier terme u; = 2 donc Vn € N*| u,, = 2.

4. (uy) est une suite géométrique de raison —3 et de premier terme ug = 1
Donc Vn € [2,+oo], up = uz(—3)""2 = (=3)"2

. (uy,) est une suite arithmético-géométrique. On cherche £ tel que £ = 3¢—4. On trouve £ = 2. Ainsi :

ot

Up41 = Uy, — 4
{=30—4

On en déduit : Vn € N, w41 — 2 = 3(u, — 2).

Posons : Vn € N, v, = u,, — 2.

On a donc Vn € N, v,,41 = 3vy,.

(vn,) est une suite géométrique de raison 3. Donc ¥n € N, v,, = 3"vy = 3" (up —2) = —4 x 3™. Alinsi,
VvneN, u, =2—-4x3"

6. Cette suite peut se traiter de deux fagons :

Soit on reconnait une suite arithmétic-géométrique et on applique la méthode usuelle (comme a la
question précédente).

Soit on conjecture, en calculant les premiers termes, que la suite est constante, de valeur 1. Puis
montre cela par récurrence.
C’est ce que nous allons faire :

Pour tout n € N*, on définit la propriété de récurrence :
Pn . 7?un — 177

(I) u1 = 1 donc Py est vraie

(H) Soit n € N* fixé quelconque tel que P, soit vraie.

Donc u,, = 1. Donc up41 = —up +2 = —1+4+2 = 1. Donc P, 4+; est vraie.
(C) Ainsi, Vn € N*, u,, = 1.

7. Fait en TD

Correction de 1’exercice 2

Exercice 5. On considére la fonction :

f: R\{3} — R

s Xz
z R
r—3
. . Up — 4
et la suite (uy,)nen définie par ug =1let Vo € N, wupiq = f(uy,) = 3
Up —
1. Montrer que Vx €] — 00,2[, f(z) < 2.
vu en TD
2. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que pour tout n € N, w,, < 2.
vu en TD

3. Montrer que 'équation f(x) = x admet une unique solution « sur R\ {3}.
Vu en TD. On trouve a =2



4. Montrer que (v, )nen €st une suite arithmétique.
METHODE : On exprime v, et on fait apparaitre v,. Si on trouve v, ;1 = v, -+ constante, c’est
gagneé.
Si on n’y arrive pas, on exprime v, 1 — v, et on montre que c’est constant.

1

VYneN, v, = —F
" it unJrll_ ?

Up — 4 — 2(uy, — 3)
Up — 3

Up — 3
Uy — 4 — 2u, + 6

Up — 3
—Uy + 2

(up, —2) — 1
—(up, — 2

= 14w,
Donc (vy,) est une suite arithmétique de raison —1.

5. En déduire ’expression de u,, en fonction de n. Quelle est la limite de u,, quand n tend vers +oo ?
1 1

On déduit de la question précédente que Vn € N, v, =vg —n. Or vy = 5=1_5= —1.
ug — —
’DochneN, Uy =—1—n|
1 1 1 -1
Or on veut u,. Nous savons que Vn € N, v,, = donc u, —2=— = = .
Up — 2 Up, —1-n n+1
1
Donc Vn e N, u,, =2 — .
n+1
Limite de u,
1

lim (n+1) = +oo donc par quotient puis somme des limites, lim 2— =2.|Donc lim u, =2
n—4oo n—4oo n + 1 n—+oo

Correction de ’exercice 3

1. up, =—-1+3n

2. up = (—1)" +4"

3. up = (2v/3)"(cosnF — \% sinng)

4., u, =0

5. up = (—2)(=3)" + 3(=2)"

6. up = exp[— 515 In(2)(1 — v2)" + 515 In(2)(1 + v2)"]
7. Uy = €xp [% In2— (—%)nglnﬂ



Correction de ’exercice 4

1) On suppose que (u,) est une suite arithmétique. On pose r sa raison (donc Vn € N, up11 = uy, + 7).
Soit n € N* fixé quelconque. Alors upy1 = Uy + 7 €t Up—1 = U, — r. Donc upq1 + Up—1 = 2u,, doit
Up—1 + Unt1

—

2) Réciproquement, on suppose que Vn € N*, wu,, = ""’lf“‘"“

Ici, on peut utiliser deux méthodes :

Up =

- lére méthode : (u,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique r = 1+2r
- 2éme méthode : puisque Vn € N*, u,, = “"‘%“"“, ona:2u, = U,_1+Upy1, doncVn € N* u,—u,_ 1 =

Up41 — Up. Sion pose, Vn € N*| v, = up, — up—1, 0on a: Vn € N*, v,,1 = v,. Donc la suite (v,) est
constante. On pose Vn € N*| v, = r. Ainsi, Vn € N, u,+1 —u,, = 7. Donc (u,,) est une suite arithmétique
de raison 7.



