
Lycée Pierre de Fermat 2025-2026

BCPST 12 Feuille d'exercices numéro 10

Matrices.

Exercice 1. Soient n ∈ N∗.
Les égalités suivantes sont-elles vraies pour toutes matrices A, B, C deMn(K) ?

1. A(3B) = 3AB 8. A(3B)(2C) = 6ABC
2. A(3In) = 3A 9. (A+B)2 = A2 + 2AB +B2

3. (B + 2C)A = AB + 2AC 10. A2 −B2 = (A+B)(A−B)
4. A2 − In = (A+ In)(A− In) 11. (2A)5 = 25A5

5. (2A)5 = 2A5 12. (2A)5 = 25A
6. (2In)

5 = 25In 13. (A+ In)A = A2 +A
7. (A+ 2)A = A2 + 2A 14. (2In)

5A = 2A5

Exercice 2. Soient n ∈ N∗ et A, B, C trois matrices deMn(K). Simpli�er :

1. (2A)3(3In)
2

2. (2In)
4

3. (3In)
7A2

4. AIn + (3B)2(3In)

5. A(3In)B(2In)C
2(−In)2

6. I3n(A+B)

7. (2In)(A− C)
8. ITn

9. (A+ In)
T

10. (AT +A)T

11. (ATB)T et (AAT )T

Exercice 3. Calculer An pour tout n ∈ N :

a) A =

(
1 −1
−1 1

)
, b) A =

(
a b
0 a

)
, c) A =

(
1 1
1 1

)
, d) A =

(
1 2
2 1

)
,

e) A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , f) A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 , g) A =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2


Indications :

a), c), e) : Calculer les premières puissances et trouver une formule, à démontrer ensuite par récurrence.
b) Décomposer A comme somme de deux matrices et utiliser la formule du binôme. Attention, il y a une
véri�cation à faire avant d'appliquer la formule du binôme !
d) Décomposer A comme somme de deux matrices et utiliser la formule du binôme. On pourra faire
apparaître la matrice précédente (c) et la matrice identité dans la somme.
f) Décomposer A comme somme de deux matrices et utiliser la formule du binôme. On pourra faire
apparaître la matrice précédente (e) et la matrice identité dans la somme.
g) Décomposer A comme somme de deux matrices (dont l'une est un multiple de la matrice identité) et
utiliser la formule du binôme.

Exercice 4. On considère la matrice A =

(
7 5
−6 −4

)
.

1. Calculer A2 − 3A+ 2I2. En déduire que A est inversible et déterminer A−1.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, il existe deux réels an et bn tels que An = anA+ bnI2.
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3. Déterminer an+1 et bn+1 en fonction de an et bn.

4. Montrer que (an) et (bn) sont des suites récurrentes linéaires d'ordre 2 et déterminer, pour tout
n ∈ N, an et bn en fonction de n.

5. En déduire la matrice An en fonction de n ∈ N.

Exercice 5. Soit A =

 2 0 −1
−4 0 2
0 0 1

 et P =

 1 1 0
−2 −2 1
0 1 0

.

1. Véri�er que P est inversible, d'inverse P−1 =

 1 0 −1
0 0 1
2 1 0


2. Déterminer la matrice D = P−1AP , puis déterminer Dn pour tout n ∈ N.
3. Exprimer A en fonction de D, P , P−1, puis An en fonction de D, P , P−1 et n.

4. En déduire une expression de An en fonction de n.

5. On considère les suites (xn), (yn) et (zn) dé�nies par la donnée de leurs premiers termes, respecti-
vement x0, y0 et z0, et de la relation de récurrence :

∀n ∈ N,

 xn+1 = 2xn − zn
yn+1 = −4xn + 2zn
zn+1 = zn

et on pose :∀n ∈ N, Xn =

 xn
yn
zn

 .

(a) Pour tout n ∈ N, déterminer une relation entre Xn+1, Xn et A.

(b) En déduire, pour tout n ∈ N, Xn en fonction de A, n et X0.

(c) En déduire, pour tout n ∈ N, xn, yn et zn en fonction de n, x0, y0 et z0.

Exercice 6. Soit A ∈Mn(K).

1. Montrer que s'il existe B ∈Mn(K), non-nulle, telle que AB = 0n, alors A n'est pas inversible.

2. Montrer que s'il existe B ∈Mn(K), non-nulle, telle que BA = 0n, alors A n'est pas inversible.

3. On suppose que A2 − 2A − αI2 = 0n et que A 6= 2I2. Déterminer une condition nécessaire et
su�sante sur α ∈ K pour que A soit inversible

Exercice 7. Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, déterminer leur inverse.

A =

(
1 −1
−2 2

)
, B =

(
7 5
−6 −4

)
, C =

(
1 i
i 1

)
,

D =

 −2 −2 1
1 1 0
0 1 0

 , E =

 −2 1 1
1 3 0
−1 4 1

 .

Exercice 8. Une matrice N ∈Mn(K) est dite nilpotente s'il existe p ∈ N∗ tel que Np = 0n.

1. Donner des exemples de telles matrices.

2. Montrer qu'une matrice nilpotente ne peut pas être inversible.

3. On suppose que N et M sont deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que N +M et
NM sont nilpotentes. Le résultat est-il vrai si les matrices ne commutent pas ?

4. Soit N une matrice nilpotente de Mn(K). Pour tout q ∈ N∗, on pose Aq =

q∑
k=0

Nk. Montrer que

cette suite est constante à partir d'un certain rang.

5. Déterminer (In −N)Aq et Aq(In −N) pour tout q ∈ N∗. En déduire que In −N est inversible et
déterminer son inverse.
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Fin du corrigé de l'exercice 5

1.

2.

3.

4. En calculant A = (PDn)P−1 (on peut aussi calculer en écrivant An = P (DnP−1) : on met les
parenthèses où on veut car le produit matriciel est associatif), on obtient :

∀n ∈ N∗, An =

 2n 0 1− 2n

−2n+1 0 2n+1 − 2
0 0 1

 .

Et A0 = I3.

5. On considère les suites (xn), (yn) et (zn) dé�nies par la donnée de leurs premiers termes, respecti-
vement x0, y0 et z0, et de la relation de récurrence :

∀n ∈ N,

 xn+1 = 2xn − zn
yn+1 = −4xn + 2zn
zn+1 = zn

et on pose :∀n ∈ N, Xn =

 xn
yn
zn

 .

(a) On constate que ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn.
(e�ectuer le produit matriciel au brouillon pour s'en convaincre. Dans cette question il n'y a
rien à prouver)

(b) La relation entre Xn et Xn+1 ressemble à la relation dé�nissant une suite géométrique (”un+1 =
qun”) mais attention :
- on ne peut pas dire que (Xn) est une suite géométrique car il s'agit de matrices, et non de
nombres réels
- on peut trouver la relation demandée "par analogie avec les suites géométriques" mais il faut
faire attention à l'ordre du produit. En e�et, Xn+1 = AXn mais le produit "XnA" n'est par
dé�ni, ni d'ailleurs X0A

n !

Pour être rigoureux, on commence par exprimer X1 et X2 puis on établit une conjecture qu'on
montre par récurrence.
X1 = AX0

X2 = AX1 = A(AX0) = (AA)X0 = A2X0

X3 = AX2 = A(A2X0) = A3X0

On conjecture que ∀n ∈ N, Xn = AnX0.

Pour tout n ∈ N, on dé�nit la propriété de récurrence :

Pn : ”Xn = AnX0

etc...

(c) On déduit de la question précédente et de l'expression de An obtenue que :

∀n ∈ N∗,

 xn
yn
zn

 =

 2n 0 1− 2n

−2n+1 0 2n+1 − 2
0 0 1

 x0
y0
z0


Donc, en e�ectuant le produit matriciel et en identi�ant les coe�cient des matrices colonnes
obtenues :

∀n ∈ N∗,


xn = 2nx0 + (1− 2n)z0
yn = −2n+1x0 + (2n+1 − 2)z0
zn = z0

En déduire, pour tout n ∈ N, xn, yn et zn en fonction de n, x0, y0 et z0.
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Corrigé de l'exercice 8

1. Quelques exemples de matrices nilpotentes : On pose M =

(
0 1
0 0

)
et N =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


On véri�e que M2 = O2 et que N3 = O3. Ces deux matrices sont donc nilpotentes.

2. Voici une façon de répondre à la question (il y en a d'autres) :
Rappel : Nous savons (d'après le cours) que si M est inversible, alors pour tout p ∈ N, Mp est
inversible.
Soit M une matrice nilpotente deMn(K). Il existe donc p ∈ N∗ tel que Mp = On.
Si M était inversible, alors Mp serait aussi inversible, or ce n'est pas le cas puisque Mp = On (la
matrice nulle n'est pas inversible).
Donc M n'est pas inversible.

3. M et N sont deux matrices nilpotentes (qui commutent).
Par dé�nition, il existe donc p et q deux entiers naturels non-nuls tels que Mp = On et Nq = On.

Produit : (MN)p = MpNp car M et N commutent (attention, cette égalité n'est pas vraie si M
et N ne commutent pas car (MN)p = (MN)(MN)...(MN) on ne peut pas changer l'ordre des
matrices dans le produit si M et N ne commutent pas.)
Ainsi, (MN)p =MpNp = OnN

p = On. Donc MN est une matrice nilpotente.

Somme : Posons r = p+ q.
Puisque M et N commutent, on peut appliquer la formule du binôme pour calculer (M +N)r :

(M +N)r =

r∑
k=0

(
r

k

)
MkNr−k

=

p−1∑
k=0

(
r

k

)
MkNr−k︸ ︷︷ ︸

=On

+

r∑
k=p

(
r

k

)
Mk︸︷︷︸
=On

Nr−k

= On

Donc M +N est nilpotente.
Montrons que ce résultat n'est pas vrai si les matrices ne commutent pas.
Posons

M =

(
0 1
0 0

)
et N =

(
0 0
1 0

)
Nous avons vu que M et N sont nilpotentes. Or M +N =

(
0 1
1 0

)
. M +N est inversible (son

déterminant vaut −1) donc M +N n'est pas nilpotente.

Et MN =

(
1 0
0 0

)
.

Calculons : (MN)2 : on trouve (MN)2 = MN . Donc (MN)3 = (MN)2(MN) = (MN)2 = MN .
Ainsi, on peut montrer par récurrence que ∀p ∈ N∗, (MN)p =MN . Donc la matrice MN n'est pas
nilpotente (aucune de ses puissances n'est la matrice nulle).
Ces deux exemples montrent que le résultat précédent n'est pas vrai si les matrices ne commutent
pas.

4. N est nilpotente donc il existe p0 ∈ N∗ tel que Np0 = 0n (donc pour tout entier k > p0, N
k = 0n).

Soit q ∈ N∗ tel que q > p0. Alors, Aq =

q∑
k=0

Nk =

p0−1∑
k=0

Nk +

q∑
k=p0

Nk. La deuxième somme vaut 0n

car tous les Nk sont la matrice nulle. Ainsi, Aq =

q∑
k=0

Nk =

p0−1∑
k=0

Nk = Ap0−1. Ainsi, la suite est

constante à partir d'un certain rang (à partir du rang p0 − 1).

5. Soit q ∈ N∗ �xé. (In −N)Aq = (In −N)(

q∑
k=0

Nk) =

q∑
k=0

Nk −Nk+1 il s'agit d'une somme télesco-

pique. D'où (In −N)Aq = In −Nq+1. On montre de même que Aq(In −N) = In −Nq+1.
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Cette égalité est valable pour tout q ∈ N∗. En particulier, si q = p0, alors N
p0+1 = 0n. D'où :

Ap0(In −N) = (In −N)Ap0 = In

On en déduit que In −N est inversible, d'inverse Ap0 .
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