Lycée Pierre de Fermat 2025-2026
BCPST 12 Feuille d’exercices numéro 13

SUITES.

Exercice 1. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez.
1. Si (uy) est bornée, alors elle converge.
2. Si (uy,) converge, alors (uy) est bornée.

3. Si, pour tout n € N, u,, > 0 et si (u,,) converge vers ¢, alors £ > 0.

3
cos(n
4. La suite (n°) est convergente.
n+1
5. Si, pour tout n € N, u,, < v, et si lim v, =/, alors lim wu, </.
n—-+oo n—-+oo

Exercice 2. Déterminer si les suites suivantes ont une limite, et si oui, la calculer. On pourra utiliser
le théoréme suivant (Théoréme de composition des limites) :
Soient a et b appartenant ¢ R U {—o0,4+00}. Soit (up)nen une suite réelle et soit f une fonction d’une
variable réelle a valeurs réelles. Si lim w, =a et ig}rb f(z) =b, alors nlgr;o fup) =0.
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converge.

Exercice 4. Soit (uy,)nen définie par ug =0 et Vn € Ny w1 = V2 + uy.

1. Montrer que pour tout n € N, u,, est bien défini et positif.

Exercice 3. Soit la suite définie par up =2 et Vn € N, up41 = . Montrer que cette suite

1
2. Montrer que pour tout n € N, |up41 — 2| < §|un — 2| (on pourra faire apparaitre une quantité
conjuguée).
1

3. En déduire que pour tout n € N, |u, — 2| < ST

4. La suite (up)nen converge t-elle ? si oui, quelle est sa limite ?

1 3
Exercice 5. On définit la suite (uy,)nen par ug =2 et ¥Yn € N, w,q1 = §(un +—).
Uy,

1. Montrer que la suite (uy)nen est bien définie.
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2.
3.

Montrer qu’elle est minorée par v/3.

Montrer qu’elle converge vers v/3.

Exercice 6. Soit :

f: R = R
r = —z24+2u

et soit (u,) la suite définie par up = a et Vn € N, u,1 = f(uy,). (a € R)

1.
2.

Tracer le graphe de f ainsi que la droite d’équation y = x.
Déterminer graphiquement le comportement en oo de la suite (u,) dans chacun des cas suivants :
1

a=z,a= —1.
Si a < 0, montrer que la suite a pour limite —oco. On commencera par montrer qu’elle est décrois-

sante.

Exercice 7. On considére la suite définie par :

Onpose: f:ax—

~N O Ot s W

UOZI,
3

VneN, tpir = —o—.
" Ul = 3,

143z

. Tracer le graphe de f sur R et construire les premiers termes de la suite.

. On pose I = [0, 3]. Montrer que I est stable par f (c’est a dire que f(I) C I, ou encore :

veel, f(z)€l.)

. En déduire que la suite (u,,) est bien définie.

. Déterminer les points fixes de f o f sur Ry (c’est & dire les réels x vérifiant f o f(z) = x).
. Montrer que les suites (us2,) et (u2,4+1) sont monotones, de monotonies contraires.

. Montrer que les suites (ug,) et (u2,+1) sont convergentes et préciser leurs limites.

. En déduire la convergence de la suite (uy,).

Exercice 8. Pour tout n € N*, on pose

k=1

Montrer que les suites (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes. Que peut-on en conclure ?

Exercice 9. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit deux suites (a,) et (b,) par :

Up41 = V anbn

ap =a, bp =bet Vn € N, ay + by, -

B B EE

ntl = T
Montrer que ces deux suites sont bien définies.
Montrer que Vn € N, b1 > anti.
En déduire que (a,) est croissante et que (b,,) est décroissante.
Montrer que ces deux suites sont convergentes.

En déduire qu’elles sont adjacentes.

Exercice 10. Pour tout n € [3,+oc[, on pose (E,) : " + 2> +2x —1=0.

1.
2.

3.
4.

Montrer que pour tout entier n > 3, (E, ) admet une unique solution sur R . Soit x,, cette solution.
Montrer que Vn > 3, z, €]0,1].

Monter que la suite (x,),>3 est croissante et majorée par 7

Montrer que (z,),>3 converge et calculer sa limite.

Indication : on pourra étudier les variations de la fonction f, : « — 2™ + 22 + 2z — 1.



CORRECTION.

Exercice 1.

Exercice 2. elimexp(—2n) — exp(—3n) = 0 par somme des limites.
(e")?
e2n+1
elimexp(2 — In(3 + n)) = 0 par composition des limites.

elim(e?")? — (€)% = 0 car la suite est constante.

.(<n62n>3 _ (27163”)2 — nSeﬁn _ 471266" — eﬁn(n3 _ 4712).

lim e = 400, et n® — 4n? = n3(1 — %) donc tend vers +oo par produit des limites. Ainsi, par produit

des limites, lim((ne*")? — (2ne®™)? = 4.
3 3 3 2 1 2 1
n+2n+1> n*+2n+1 n(l+5+75) 14+5+ 535

1
e lim = —, car la suite est constante.
e

eln(n® +2n +1) — 3In(n + 2) :ln(

(n+2)3 (n+23 w31+ 23 (14 2)3
342 1
Donc par quotient des limites, lim% = 1. De plus, lim1 In(z) = 0, donc par composition des
n T—r
342 1
limites, limln | ——="+t 1) g
(n+2)?
50 4 3
o lim 50n” + 8n” = +00.
n?+1
n 2n3 + nsinn
olim ————— =
s =" ="
—)n 420 2(1+ 5 21+ & —1)"
. (ZD" +2n = n( 2n 3n) == In__ Or la suite (( ) ) tend vers O car c’est le produit d’une
(=1)°"+3n  3n(1+ % 31+ % 2n
(—1)3" (D) +2n 2

suite bornée par une suite qui tend vers 0. De méme pour ( ). On en déduit : lim —~—— =

(=1)% +3n 3

1 4 4 4
e limIn(l1 4+ —) = 0 par composition des limites. e¥Vn € N*, ?n -1< E(?n) < 5n On multiplie par
n
1
—>0:
" 4dn
1 1 Ex) 4
- —— < <z
5 n n ) ) 4 4
De plus, lim ET . et limg =5 Ces limites sont égales, donc d’aprés le théoréme de limite par
n
4an
E(—)

encadrement, la suite ( il ) converge vers 5
n

ou, = E(-) — 5 : On constate qu’on n’arrive pas a encadrer pour utiliser le théoréme des gendarmes.

C’est peut-étre que cette suite ne converge pas. Pour prouver sa non-convergence, nous allons étudier les
suites (ugp) et (uant1)-
VYn € N, ug, = E(n) —n =n—mn = 0. Donc lim ug,, = 0 (suite constante).

1 1 1 1 1
Vn €N, ugpy1 = E(n+ 5) —(n+ 5) =n—(n+ 5) =—3 Donc de méme, lim ug, 11 = —3
Donc les suites (uzy,) et (ugn+1) convergent, mais vers des limites différentes.
On en déduit que la suite (u,,) n’a pas de limite.
In(n?) ~ 2lnn 2

.. 2
In(nd) =3 = 3" Donc la limite est 3

1
o(—1)"In(1+ m) = 0 (produit d’une suite bornée et d’une suite qui tend vers 0).

1 1

ovn > 2 In(v/n) —In(n) = ~lnn —Inn = ~3 Inn. Donc limIn(y/n) — In(n) = —oc.
n+1

( n

on > 2,

1
=In(1 + —) donc limIn(n + 1) — In(n) = 0.
n

" 1 2
<3> . Donc la limite est 9’ par somme des limites (car |§| < 1 donc



n" 1
e lim5"” — 57" = 0 par somme des limites (car 57" = (5) qui tend vers 0 car ]5| <1).
1
oVn € N, 32" — 62" = 9" — 36" = —36™(1 — —).
47L

1
lim1 — Yl 1 et lim —36" = —oo donc par produit des limites, lim —36™ (1 — 4—”) = —o0.

Exercice 8.

1. La fonction f est une fraction rationnelle (quotient de deux polynomes) donc elle est dérivable sur
son ensemble de définition, R \ {—%}
Vo e R\ {—%}, fl(z) = ﬁ Donc Vz € R\ {—%}, f'(z) < 0. La fonction f est donc stric-
tement décroissante sur les intervalles qui composent son ensemble de définition : f est strictement
décroissante sur | — oo, f%[ et strictement décroissante sur | — %, +o0l.

Donc f est strictement décroissante sur R .
De plus, f(0) = 3 et lirf f(z) = 0. On en déduit le graphe de f ainsi que la construction des
T—r+00

premiers termes de la suite :

25¢F y=x
2
15f
1
(N
I
05| e
Do v=f(x)
[
| ' Lg | L
0 05 Uluzuwo 15 2 2.5 3

2. I =0, 3]. Montrons que I est stable par f :
Soit « € I fixé quelconque. Donc 0 < < 3. On applique f, définie sur [0, 3], décroissante sur [0, 3].
D’ou : f(3) < f(x) < £(0).

Or f(0) =3et f(3) = 13—0 Ainsi, 0 < — < f(z) < 3. Donc f(z) € I.

Sle

Ainsi, ‘I est stable par f ‘

3. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
P, : "u,, exeiste et u,, € I”

e 1y = 1 par définition. Donc Py est vraie.

e Soit n € N fixé quelconque tel que P,, soit vraie.

Alors u, € I et f est définie sur I, donc f(u,) existe. De plus, puisque I est stable par f, on a
f(up) € I. Puisque up4+1 = f(uy), on en déduit que P, est vraie.

e Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, | la suite (u,) est bien définie et Vn € N, wu,, € I. ‘

4. D’apres I’étude de f précédente, pour tout € Ry, f(x) appartient & Ry donc f o f(x) existe.
Ainsi, f o f est bien définie sur R,.
3 3(1+ 3x)
Ve eR s = =
TERy fo = s = s

Résolvons ’équation (E) : f o f(z) = « d’inconnue z € Ry :




3(1+3z)
1043z
3+ 92 = 102 + 32%( on a multiplié¢ par 10 + 3z > 0)
322 + 2 — 3 = 0 trinéme de discriminant A = 37 > 0

11— 1
x:T\/ﬁ(%RQoumz%\/ﬁ

x_—1+\/ﬁ
B 6

(ERy)

[

—1++/37
— |

. Commencons par calculer les premiers termes de la suite (uy,) :
3 12
ug =1, ulzf(uo):17 us = f(w) = B
Donc ug < up. De plus, en appliquant f, décroissante sur I a cette inégalité (et puisque ug et ug
appartiennent a I), on obtient f(u2) > f(ug), c’est a dire uz > uy.

Donc |'unique point fixe de f o f sur Ry est

Montrons que (us,) est décroissante :

e Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence
Pn : ”u2n+2 < u2n”

e Nous avons vu que us < ug, donc Py est vraie.
e Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie. Alors,

Uont2 < Uap (%) d’aprés P,
U2y, €6 Uapt2 € I

Appliquons f, décroissante sur I, a (*) :

Uon43 = Uznt1(¥%) car f(Uany2) = Uants et f(uan) = Uony,
Ugnt1 €t Ugpqs € 1

Appliquons une nouvelle fois f, décroissante sur I, & (xx) :

Uopt4 < U2pt2

Donc P,,4+1 est vraie.

e Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, Vn € N, ugy, 4o < uQn.‘ Donc la suite (us,) est décroissante |.

Montrons que la suite (ug2,41) est croissante :

Nous venons de montrer que la suite (uz,) est décroissante. Donc :

U < Ugpy (*
vn c N, 2n+2 X 2n( );I
Ugp €t Ugpio €

Appliquons f, décroissante sur I, & (%) : Vn € N, ugpt1 < Uznts- Donc‘ la suite (ug,41) est croissante ‘

. Nous avons vu que tous les termes de la suite (u,) appartiennent a [0, 3].Donc la suite (u,) est
bornée. Il en est de méme pour les suites (ugy,) et (ug,+1). Ainsi :

- La suite (ug,) est décroissante, minorée. Donc elle converge. On note £ sa limite.

- La suite (u2,41) est croissante, majorée. Donc elle converge. On note ¢; sa limite.
Déterminons £y et £ :

Tout d’abord, remarquons que, puisque les termes de la suite (u,) appartiennent a I, :

VnGN, O<U2n<3,
(u2n) converge vers £

Donc par passage a la limite dans 'inégalité, 0 < ¢y < 3. Donc ¢y € R,
On montre de méme que ¢; € R,



Ainsi :
Vn € N, uzni2 = fo f(uzn),
(us2n) converge vers y € Ry,
f o f est continue en ¢o(car elle est continue sur R, )

On en déduit que ¢y est solution sur R de 'équation f o f(z) = z. Or nous avons vu que cette

—1+4+v37

équation a une unique solution sur R} qui est 5

—1+/37
=

Donc | ¢y

1437
_T.

7. Nous avons vu a la question précédente que les suites (ua,) et (ug,+1) étaient convergentes, de

—1+37 —1+/37
6 6 '

On montre de méme que | ¢4

meéme limite . On en déduit que | la suite (u,,) est convergente, de limite

Exercice 8

2n+2 (71)]@ 2n (71)]{)
on €N*, Sytuir) —San = D ->

k k
k=1 k=1
(71)2n+1 (71)2n+2
o 2n1+1 2n + 2 . )
= — 4+ <Qcar0<2n+1<2n+2d <
w1l anga nt nobadone o s < o

Donc la suite (S2,) est décroissante.

2n+3 (_1)k 2n+1 (_1)l~c
on €N, Soninyr1 — Sont1 = Z o k
fzi)2n+2 (k:j?n+3

+
2 2 2 3
7%4— 1 n +

= M2 i3 >0car0<2n+2 < 2n + 3 donc

Donc la suite (Say,+1) est croissante.

1 < 1
2n+3 2n+2

2n+1 k 2n k
(1) (-1)
Y N*, Sopt1 — So, = —
ovn € N7, Oapt1 — w2 A Z A
k=1 =1
(_1)2n+1
T T Toantd
- —1
2n+1
Or lim (2n+ 1) = +oo donc par quotient des limites, lim  So,41 — Sap, = 0.
n—-+o0o n—+;nfty

e Conclusion : les suites (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes.

— On en déduit, par théoréme des suites adjacentes, qu’elles convergent et qu’elles ont méme limite.

— Puis : puisque (Sa,,) et (S2,41) convergent vers la méme limite, par proposition du cours, on en déduit
que la suite (S,,) converge vers la limite commune de (Sa,,) et (S2n+1)-

Exercice 9

1. Tout d’abord, on remarque que les suites sont définies a ’aide d’une racine carrée. S’il existait un
entier n tel que a,b, < 0, alors on ne pourrait pas calculer b, ;; et il y aurait un probléme de
définition de ces suites.

Or nous remarquons que les premiers termes des deux suites sont strictement positifs et les opéra-
tions faites permettent de conserver cette propriété. Nous allons montrer par récurrence que tous
les termes sont strictement positifs.



Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
P, : an et b, existent et a,, > 0, b, >0

(I) : ag et by existent et sont strictement positifs donc Py est vraie.
(H) : Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie.

a, > 0et b, >0 donc a,b, > 0. Donc \/a,b, existe et \/a,b, > 0.

1 b
De plus, par somme et multiplication par ok % > 0.

On en déduit que P, 41 est vraie.
(C) : Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, les suites (a,) et (b,) sont bien définies, & termes
strictement positifs.

an + by — 2v/apb,

2
Van + Vo = 2@
2
(Van —Vbn)

2
2

VneN, byy1 —ant1

2
ar a, > 0 et b, > 0 donc a, = /a,_ et b, = /by

. On déduit de la question précédente que Vn € N*| b, > a,. De plus, by > ag. Ainsi, Vn € N, b, >
-

Montrons que (a,) est croissante

. R . e a
Puisque (a,,) est & terme strictement positifs, il suffit de montrer que ¥n € N, ntlos .
an
An41 anbn
Vn € N, R
n a’ﬂ
by,
= —>1lcar0<a, <b,
Gp

. Q . .
Ainsi, Vn € N, =L > 1. Donc la suite (a,) est croissante.
an

Montrons que (b,) est décroissante

VYneEN, byig —b, = 2" _p,

= TngOcaran<bn

Ainsi, Vn € N, b,,41 — b, < 0. Donc la suite (b,,) est décroissante.

. (ay) est croissante, (b,,) est décroissante et d’aprés la question 2, Vn € N, a,, < b,,. Donc :
VnEN, aogangbngbO

On en déduit :

(an) est croissante, majorée (par bg). Donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone, (a,) est
convergente.

(bn) est décroissante, minorée (par ag). Donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone, (b,,) est
convergente.

. Nous savons déja que (a,) est croissante et que (b,,) est décroissante.
Pour montrer que les suites sont adjacentes, il suffit de montrer que lirJrrl b, —a, = 0.
n—-+0oo

Nous savons que les suites (a,) et (b,) sont convergentes. Notons ¢ la limite de (a,) et ¢ la limite
de (by).

a b
Par définition de ces suites, Vn € N, b, | = g

2



Or lim b,y = ¢ (c’est la méme limite que cette de la suite (b)),
n——+oo
ntb, £+
et par opérations sur les limites, lim Gn ¥ On = + .
n—-+00 2 2
2 : ! g + gl PIPRES / ! !/
On en déduit : ¢’ = ,dou 20’ =0+ ¢, donc £ = /.

Ainsi, par opérations sur les limites, lim b, —a, = 0 (c’est £’ — £).
n—-4o0o

Conclusion : la suite (a,,) est croissante, la suite (b,,) est décroissante, et lirf by, —a, = 0. Donc
n—-+0oo

les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.



