3.4 Application 2 : variations d’une fonction

Proposition 7 Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable
sur |a, b|.

1. f est croissante sur [a,b] si, et seulement si, Vx €]a,b], f'(z) >0

2. f est décroissante sur [a,b] si, et seulement si, Yz €]a,b], f'(z) <O0.

3. f est constante sur [a,b] si, et seulement si, Vz €]a,b], f'(z) =0

Démonstration

1. = On suppose que f est croissante sur [a, b].

Montrons que Va €la, b, f'(z) = 0. nous allons utiliser la lettre xo plutét que

f(z) = f(=o)

T — X0

Soit x €]a, b[ fixé quelconque. Puisque f est croissante, pour tout z € [a,b] \ {zo}, > 0.

En effet :
- si kg <z, alors f(zg) < f(x) donc x —x9 < 0 et f(z) — f(xo) < 0, donc le quotient est > 0.
- si @ <@g, alors f(x) < f(xo) donc x —xg > 0 et f(z) — f(xo) = 0, donc le quotient est > 0.

f(.%‘) - f(CEO) >0 (*)

r — X
Or f est dérivable en zy donc lim M
T—To Tr — X

égalité (*), on en déduit f’(zg) > 0.
Ceci est vrai pour zg €]a, b[ quelconque, donc c’est vrai pour tout zq €]a, b[.
Ainsi, Vo €]a, b, f'(z) > 0.

Dans tous les cas, on a

existe et vaut f’(zo). Par passage a la limite dans I'in-

M est le coefficient directeur de la droite
Tr — X
(MoM).

Si la fonction est croissante, quelle que soit la place
de x par rapport & zg, ce coefficient directeur est
positif.

<= On suppose que Vz €|a,b[, f'(z) > 0.

Montrons que f est croissante sur [a,b]. Nous allons montrer que V(z,y) € [a,b]?, 2 < y = f(x) < f(y)
Soient (z,y) € [a,b]? fixés quelconques tels que z < .

f est continue sur [z,y], dérivable sur |z,y[, donc d’aprés la formule des accroissements finis, il existe

t €]z, y| tel que f'(t) = f(y; :ii I) Or f' est positive sur |a,b[, donc f'(t) > 0. Donc fy) ~ (=) > 0.

y—x
Puisque y — x > 0, on en déduit f(y) — f(x) > 0, d’ou f(x) < f(y).
Ainsi, f est croissante sur [a, b].

2. On applique le résultat précédent & —f qui est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[, de dérivée
(=f)=—f"
f est décroissante <= —f est croissante
< Vz€la,b], —f'(z) >0
< Vx €la,b], f'(z) <0

3. On applique 1 et 2 :
f est constante sur [a,b] <= f est croissante et décroissante sur [a, b]
< Vz €la,b], f'(z) >0et f' () <0
<~ Vz€la,b], f(z)=0




