
Lycée Pierre de Fermat 2025-2026

BCPST 12 Feuille d'exercices numéro 24

Calculs de primitives.

Conseil : dans ce chapitre, nous avons découvert deux nouvelles techniques pour calculer des in-
tégrales :

- l'intégration par parties,
- le changement de variable.

On peut appliquer ces techniques pour calculer une primitive d'une fonction f sur un intervalle
I. Il su�t pour cela de se ramener à une intégrale :

Pour calculer une primitive de f : I → R :

Soit a un élément de I. La fonction :

F : x 7→
∫ x

a

f(t) dt

est l'unique primitive de f sur I qui s'annule en a (voir début du cours "Calculs de Primitives").

Soit x ∈ I �xé quelconque. Calculons ∫ x

a

f(t) dt

... là, on peut faire un changement de variable, une IPP...

Exemple : Primitive de x 7→ xex (ex1)

La fonction x 7→ xex est continue sur R donc elle admet des primitives sur R.

F : R → R

x 7→
∫ x

0

tet dt

est l'unique primitive de x 7→ xex sur R qui s'annule en 0.
Soit x ∈ R �xé quelconque. Calculons ∫ x

0

tet dt

On e�ectue une IPP en posant : {
u′(t) = et u(t) = et

v(t) = t v′(t) = 1

u et v sont de classe C1 sur R donc sur [0, x] (ou [x, 0]).
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D'où : ∫ x

0

tet dt =
[
tet
]x
0
−
∫ x

0

et dt = xex −
[
et
]x
0
= xex − ex + 1

Donc ∀x ∈ R, F (x) = xex − ex + 1.

On a trouvé une primitive F de x 7→ xex sur R. On en déduit l'ensemble des primitives de
x 7→ xex sur R : {

R → R
x 7→ xex − ex + λ

, λ ∈ R
}

Exercice 1. Déterminer les primitives des fonctions suivantes, sur des intervalles à préciser :

x 7→ 2x+ 1

x2 + x− 2
, x 7→ ex

1 + e2x
.

x 7→ x3ex
2

(par chgt de variable u = t2), x 7→ 1

(1 + x2)
3
2

(par chgt de variable t = tanu).

x 7→ xex x 7→ 1

x lnx

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes à l'aide du changement de variable indiqué :∫ π
2

π
4

1

sinx
dx (poser t = cosx).

∫ π
2

0

sin2 x cos3 x dx. (poser t = sinx).

∫ π
4

0

1

1 + cos2 x
dx. (poser t = tanx).

∫ 1
2

0

√
1 + x

1− x
dx. (poser x = cos 2t et utiliser formule de trigo).

∫ 1

0

x

x4 − x2 − 2
dx. (poser x2 = t).

∫ e

1

(lnx)n

x
dx. ( poser t = lnx).(n ∈ N∗ est �xé).

Exercice 3. Calculer :∫ 1

0

1

2− x2
dx

∫ π

0

sinx cos 3x dx

∫ 3

1

√
x lnx dx,

∫ π
4

0

x

cos2 x
dx,

∫ y

0

ex sinx dx,

∫ y

1

sin(lnx) dx.
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Corrigé.

Exercice 1.

Exercice 2.

Exercice 3.

•
∫ 1

0

1

2− x2
dx :

1

2− x2
: le trinôme au dénominateur a 2 racines réelles

√
2 et −

√
2. (cadre : voir le complément

du cours "calculs de primitives") On cherche deux réels a et b tels que :

1

2− x2
=

a

x−
√
2
+

b

x+
√
2

Ainsi :∫ 1

0

1

2− x2
dx =

∫ 1

0

−
√
2

4

1

x−
√
2
+

√
2

4

1

x+
√
2
dx =

√
2

4

[
− ln |x−

√
2|+ ln |x+

√
2|
]1
0
.

•
∫ π

0

sinx cos 3x dx.

On linéarise :

sinx cos 3x =
(eix − e−ix)

2i

(e3ix + e−3ix)

2
=

1

2
(sin 4x− sin 2x).

D'où

∫ π

0

sinx cos 3x dx =
1

2

∫ π

0

sin 4x− sin 2x dx =
1

2
[−cos 4x

4
+

cos 2x

2
]π0 = 0.

•
∫ 3

1

√
x lnx dx :

e�ectuons une IPP en posant : ∀x ∈ [1, 3], u(x) = ln x, v′(x) =
√
x, u′(x) =

1

x
, v(x) =

2

3
x

3
2 .

u et v sont de classe C1 sur [1, 3].∫ 3

1

√
x lnx dx = [

2

3
x

3
2 lnx]31 −

∫ 3

1

2

3

√
x dx = [

2

3
x

3
2 lnx]31 − [

4

9
x

3
2 ]31.

•
∫ π

4

0

x

cos2 x
dx :

e�ectuons une IPP en posant : ∀x ∈ [0,
π

4
], u(x) = x, v′(x) =

1

cosx
, u′(x) = 1, v(x) = tan x.

u et v sont de classe C1 sur [0,
π

4
].∫ π

4

0

x

cos2 x
dx = [x tanx]

π
4
0 −

∫ π
4

0

tanx dx =
π

4
− [− ln | cosx|]

π
4
0 =

π

4
+ ln

√
2

2
=
π

4
− 1

2
ln 2.

• I(y) =
∫ y

0

ex sinx dx est dé�nie pour tout y ∈ R car x 7→ ex sinx est continue sur R.
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E�ectuons une IPP en posant : ∀x ∈ R, u′(x) = ex, v(x) = sinx, u(x) = ex, v′(x) = cosx. u
et v sont de classe C1 sur R.
I(y) = [ex sinx]y0 −

∫ y

0

ex cosx dx = ey sin y −
∫ y

0

ex cosx dx.

Calculons

∫ y

0

ex cosx dx par IPP en posant : ∀x ∈ R, u′(x) = ex, v(x) = cos x, u(x) = ex, v′(x) =

− sinx. u et v sont de classe C1 sur R.∫ y

0

ex cosx dx = [ex cosx]y0 −
∫ y

0

ex(− sinx) dx = ey cos y − 1 + I(y).

Ainsi, en reprenant l'expression de départ, on a :
I(y) = ey sin y − ey cos y + 1− I(y).
D'où : 2I(y) = ey sin y − ey cos y + 1, et I(y) =

1

2
(ey sin y − ey cos y + 1).

• I(y) =
∫ y

1

sin(lnx) dx.

x 7→ sin(lnx) est continue sur R∗+ donc cette intégrale est dé�nie sur R∗+.
Nous allons calculer cette intégrale de la même façon que pour le calcul précédent : par deux IPP
successives.

Posons ∀x ∈ R∗+, u(x) = sin(lnx), v′(x) = 1, u′(x) =
1

x
cos(lnx), v(x) = x. u et v sont de classe

C1 sur R∗+.

I(y) = [x sin(lnx)]y1 −
∫ y

1

cos(lnx) dx.

Calculons

∫ y

1

cos(lnx) dx par IPP en posant :

∀x ∈ R∗+, u(x) = cos(lnx), v′(x) = 1, u′(x) = −1

x
sin(lnx), v(x) = x. u et v sont de classe C1 sur

R∗+.∫ y

1

cos(lnx) dx = [x cos(lnx)]y1 +

∫ y

1

sin(lnx) dx = y cos(ln y)− 1 + I(y).

D'où : I(y) = y sin(ln y) − y cos(ln y) + 1 − I(y). Donc 2I(y) = y sin(ln y) − y cos(ln y) + 1. Ainsi,

I(y) =
1

2
[y sin(ln y)− y cos(ln y) + 1].
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