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1 Exercice 1 - Intégrales de Wallis, formule de Stirling

3
Pour tout 7 € N, on définit W,, = f (cosndt.
0

1. Justifier que pour tout n € N, I'intégrale W, est bien définie.
2. Calculer W, et Wj.
3. (a) Montrer que la suite (W,) ,en €st décroissante.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, W,, > 0.

(c) Que peut-on déduire des deux questions précédentes sur la suite (W) yen ?

.4

7
4. (a) Montrer que pour tout n entier naturel, W, ,» = W;, — f cos” tsin? tdt, puis en effectuant une
0
intégration par parties dans cette derniere intégrale, que : (n+2)W,42 = (n+ 1) W,,.

(b) En déduire que la suite ((r + 1) Wj,1.1 W) »en €St constante, puis que
pour tout n entier naturel, (n+ 1) W, W, = W, W,.

. n+1
5. (a) Montrer que pour tout n entier naturel, W, = W, = "
n

ne

[
(b) Endéduire W,,y; ~ Wppuis: W, ~ —.
n—+oo n— 2n

+00

Exercice 2

e
On pose, pour tout n € N*, I, = f #In"(r)dr.
1

Justifier que pour tout n € N*, I'intégrale I, existe.
Calculer [;. On pourra faire une intégration par parties.
Montrer que la suite (I,) est décroissante, positive.

Montrer que la suite (I,;) converge et donner un encadrement de sa limite.

@ e

Trouver une relation entre I, et I;,.

On pourra faire une intégration par parties dans I,,;, en dérivant ¢ — In"*!

(1) et en intégrant ¢ — .

6. En déduire la limite de (I;) puis un équivalent de I;,.
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Durée : 2 heures

Partie | : Autour d’une intégrale

Solent a et b deux entiers naturels. On définit :
1
fio t xPX*(1-x) et I,= j fup(x) doc-
ﬂ‘

Représenter graphiquement les fonctions f ; et f;; sur le segment [0,1].
Calculer I, pour tout entier naturel n.

Soit (a.b) € IN? tel que a = 0. Trouver une relation entre [, et I,_;5,;.

W e

En déduire que pour touta € N, ona:

a'b!

vbelN, L= —%> _.
e T

In 1
# - - = - ) & * ‘ﬁd_]
5. Déterminer la limite de la suite de terme géneéral s

LR
6. Soit v une suite réelle et £ un réel.

Donner la définition, avec quantificateurs, de lim u, = £.

fl =400

7. En déduire I'existence d'un rang n; tel que pour tout n = ny on ait :

Ii’l-l- 1.n41

1

n,n

o,
2

2% |

R,y

8. En déduire que pour toutn > nyona: I, < =

9. Déterminer la nature de la série de terme général [, .

) lorsque n tend vers +oco.

9.a. Déterminer un équivalent de In (

9.b. En déduire la limite de exp ((2n +1) In (2 E: : )) lorsque n tend vers +oo.
n

9.c. On admet I'équivalent suivant (dit de Stirling) :

n! ~ n"e " 2mn.

En déduire un équivalent de 4" I, ..
9.d. Déterminer la nature de la série de terme général 4" [ .
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