
Devoir maison n°11
— Intégration —

1 Exercice 1 - Intégrales de Wallis, formule de Stirling

Pour tout n ∈N, on définit Wn =
∫ π

2

0
(cos t )nd t .

1. Justifier que pour tout n ∈N, l’intégrale Wn est bien définie.

2. Calculer W0 et W1.

3. (a) Montrer que la suite (Wn)n∈N est décroissante.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, Wn > 0.

(c) Que peut-on déduire des deux questions précédentes sur la suite (Wn)n∈N ?

4. (a) Montrer que pour tout n entier naturel, Wn+2 = Wn −
∫ π

2

0
cosn t sin2 tdt, puis en effectuant une

intégration par parties dans cette dernière intégrale, que : (n +2)Wn+2 = (n +1)Wn .

(b) En déduire que la suite ((n +1)Wn+1Wn)n∈N est constante, puis que
pour tout n entier naturel, (n +1)Wn+1Wn =W1W0.

5. (a) Montrer que pour tout n entier naturel, Wn ÊWn+1 Ê n +1

n +2
Wn .

(b) En déduire Wn+1 ∼
n→+∞ Wn puis : Wn ∼

n→+∞

√
π

2n
.

Exercice 2

On pose, pour tout n ∈N∗, In =
∫ e

1
t 2 lnn(t )dt .

1. Justifier que pour tout n ∈N∗, l’intégrale In existe.

2. Calculer I1. On pourra faire une intégration par parties.

3. Montrer que la suite (In) est décroissante, positive.

4. Montrer que la suite (In) converge et donner un encadrement de sa limite.

5. Trouver une relation entre In+1 et In .
On pourra faire une intégration par parties dans In+1 en dérivant t 7→ lnn+1(t ) et en intégrant t 7→ t 2.

6. En déduire la limite de (In) puis un équivalent de In .
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