Lycée Pierre de Fermat Année 2026-2027
BCPST 12 Feuille d’exercices numeéro 4

NOMBRES COMPLEXES.

Exercice 1. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1 241
2+ 3i f 1 1
e= = 9=
1—q° i+3 9 142

Exercice 2. Mettre sous forme algébrique (forme a+ib) puis exponentielle (forme re®) le nombre

complexe :
—4

g-_—__
1+iv3
puis calculer Z3.

Exercice 3. Donner la forme exponentielle des complexes suivants :

a=144 b=V3—i, c=-3—iV3, d=—i, e=—1, f=2i

Exercice 4. Donner la forme exponentielle des complexes suivants :

_ NS _ (VB4
a = (V3+3i) ,b—m,C— A

Exercice 5. On considére les nombres complexes a =1+ et b= V3 —i. Déterminer la forme
trigonométrique (exponentielle) de a, b, et de ab. Déterminer la forme algébrique de ab. En déduire

T T
les valeurs exactes de cos — et de sin —.
12 12

Exercice 6. Soit Z = 1+ iv/3. Déterminer la forme exponentielle (trigonométrique) de Z puis
calculer Z20%4,

Exercice 7. Résoudre dans R les équations suivantes :
cosx — \/gsina: =1.
2cosx —2sinx +v6=0

7im

Exercice 8. Déterminer le module et un argument de z =1+4e6

Exercice 9. On pose z = —/ 23 — 3 + iv/2v/3 + 3. Calculer 22 et en donner la forme

trigonométrique. En déduire le module et un argument de z.

1



Exercice 10.

1. Soient z et 2’ deux complexes. Montrer que 22’ — Z2' est un imaginaire pur.
d1+z

2. Soit z un nombre complexe différent de 1. Montrer que si |z| = 1, alors Z =i eR
—z
3. Soient deux complexes z; et zy tels que 2125 # —1. Montrer que si |z1] = 1 et |z9| = 1, alors
. 21 + 29
1+ 2122
Exercice 11. Soit z € C. Montrer que |z —i| = |z +1| si, et seulement si, z est réel. Interpréter
géométriquement.

Exercice 12. Montrer que, pour tout entier n > 1, le nombre complexe (2 4+ 3i)" + (2 — 37)"
est un nombre entier. (Indication : on pourra développer par la formule du binéme).

Exercice 13. Linéariser cos®d, (cos)*(sinf), (cos@)*(sin@)2.
TEPONSES :

1 1 1
5 ( cos 66+6 cos 40+15 cos 20+ 10) ' 16 (2 sin(6)+3 sin(30)+sin(56)) '35 (2+c0s(2¢9)—2 cos(48)—cos(69)>

6i6 efiG 61'9 —10

e
(indication : utiliser les formules d’Euler : cosf = — 5 et sinf = — Deévelopper les
i
puissances par la formule du binome.)

Exercice 14. Soit x € R. Calculer :

S:Z(Z)coska: et S’zZ(Z)sink‘x.
k=0

k=0

(indication : on pourra calculer S+ i5")

Exercice 15. Montrer, pour tout (#,n) € R x N\ {0, 1},

:Z_écos (9+%T7T> = :_:sm <9 21{%) =0

Exercice 16. Résoudre dans C les équations :

1. 22+ x4+ 1 =0 (donner les solutions sous forme trigonométrique),
2. 12 =3x+4=0

3. 22 =2 +5=0.

4. x* — 2z + 4 = 0. (donner les solutions sous forme trigonométrique)



NOMBRES COMPLEXES - CORRIGE.

Tim

Corrigé de P’exercice 8. Déterminer le module et un argument de z =1+¢es

On factorise par I’angle moitié :

Tim Tim —Tim Tim
l+es = ei2 (e 12 —0—612)

= 132 cos(?2) d’aprés une formule d’Euler

On en déduit le module de z (le module d’un produit est le produit des modules) :
2| = !671152008( )l =1e] x [2cos(73)|
Or e \ =1let \2 cos(12)] est la valeur absolue de ce nombre réel.
Or 3 < 7 < m et la fonction cosinus est strictement négative sur |7

|2cos( )|——2COS( 7). Ainsi, ||z] = —2cos(%) |

2, [, donc 2cos(35) < 0. Donc

Pour déterminer un argument de z (z étant différent de 0, ses arguments sont bien définis), on

z . :
cherche un angle 6 tel que — s’écrive .

||

e 2cos(1E) Tin
D b L T
|2 —2cos()
On a presque ce que l'on veut, mais il reste ce —1 devant I'exponentielle... Puisqu’on veut une
exponentielle, I'idée est d’écrire —1 sous la forme d’une exponentielle : —1 = '™ (=1 = '™ est
pos:51ble aussi).

: Tim 1947
— = e”refT —e 15
||

.. | 197

Ainsi, | —— est un argument de z|.

12

Corrigé de l’exercice 9. On pose z = —v/ 2v/3 — 3 + iv/2v3 + 3. Calculer 22 et en

donner la forme trigonométrique. En déduire le module et un argument de z.

On développe en utilisant 'identité remarquable donnant le carré d’une somme, et le fait que
2
1 =—1:

z2:2\/3—3—(2\/§+3)—2¢3/2¢§—3\/2¢§+?i:—6—22’ (2v/3)2 — 32 = —6 — 2i/3.

(2v/3-3)(2v3+3)
On trouve donc une expression trés simple de 2? (forme algébrique).
On cherche le module de 22 en utilisant sa forme algébrique que 1’on vient de calculer :
|2%| = \/(—6)2 +(—2v3)2 = V48 = /3 x 42 = 4/3.
22 —6-—2iV3 V3 1, Sim

On cherche maintenant un argument de 22 : — = —————— = ——— — —{ = ¢~ 6 . Donc — 2

|2%] 4v3 22

est un argument de z2.



Ainsi, | 22 = 4¢/3e™ 6" (c’est la forme trigonométrique de 22) |,

Puis : 2z # 0 donc on peut I'écrire sous forme trigonométrique : z = re® avec r € R et 6 € R.
On a 22 = r?(e?)? = r2e® d’aprés la formule de Moivre.
On utilise la forme trigonométrique de 22 obtenue précédemment :
r2e? = 4\/3¢= %" . Puis (proposition 10 du cours), nous sommes en présence de 'égalité de deux
complexes écrits sous forme trigonométrique.

On en déduit :
r? =43
Ik eZ: 20 =% 4 2kn

{r:\/4\/§carr>0

dk e Z : 9:—%+k7r

Cela donne donc deux valeurs possibles pour z :

z = \/4\/561'% ouz=+v4 671?.

Nous allons éliminer une de ces deux valeurs en considérant la partie réelle de z :

Re(z) = —V/2V3 -3 <0.

Or Re(vV/4y/3e7112 ) = \/4y/3 cos(— 3T) = \/4v/3cos(22) > 0 car 0 < 22 < Z. Donc 2z ne peut pas
valoir 4\/36_1%.

On en déduit z = /43¢5 |

2 = /4377712

@5

P

\\
.
.
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— Q
=V4V3

T B

| 12 3‘
W .

12

2 = 4+/3e~57/12

Corrigé de I’exercice 10.

1. Soient z et 2’ deux complexes. Montrer que zz' — z2’ est un imaginaire pur.



RAPPEL : Z est imaginaire pur si, et seulement si, Z = —Z.

Exprimons zz' — z2/.

22 —z2 = z_zz’ - zZ
= z2 — 22
=zz' — 27
= —(z7' — z2')
On en déduit que 22/ — 22’ € iR.
. Soit z un nombre complexe différent de 1. Montrer que si |z| = 1, alors Z =
d+2
l eR
1—-=2
Premiére méthode (a privilégier)
‘ 1+z
On doit montrer :| |z| =1| = 07 €R
— 2

On suppose que |z| = 1.

RAPPEL : tout complexe de module 1 s’écrit €, ou 0 est un réel (0 est un argument de z).

Il existe 6 € R tel que z = e%.

1+e?
D 7 =1 .
onc Zl—e“’

7 = i——

- (conjugué d’un quotient, d’un produit)

l4e o ~ . 0 —if
= (—z)m (conjugué d’'une somme et 1 = —i, 1 =1, e =e¢
_ (_i)efw(ew + 1)
ei(e? — 1)
e+ . :
= zm on a fait passer le — 1 au dénominateur
— el —
1+
—
1—e®

Donc Z = Z. ’On en déduit que Z € R‘.

on a factorisé num. et dénom. par e~

Deuxiéme méthode
RAPPEL1: ZeR < Z = Z.
RAPPEL 2 : Si |z] =1, alors z = 1 (voir cours, cela vient du fait que |z|*> = 2%)

On suppose que |z| = 1.
Alors le complexe Z est bien défini car 1 — 2z # 0.
Montrons que Z € R en montrant que Z = Z.



14z
=1
11—z
14z
=T
N

z

= (—z)1 2 car 1 =1 puisque 1 € R

z

~2+1
B (_Z)z —1
L~ 2+1
=)—g—5
(1-2)
1+z
=1
1—2
=7
Ainsi, Z € R.
. Soient deux complexes z; et z tels que z;zo # —1. Montrer que si |z| = 1 et
21+ 29
|zo| =1, alors Z = ——
1+ 2172

On suppose que |z;| = 1 et |2| = 1. Montrons que Z € R en montrant que Z = Z.
Puisque z; et 2z, sont de module 1, il existe deux réels a et b tels que z; = € et 2o = €™,

RAPPEL : ¢ = ¢~



Alinsi,
ia ib
7 (et
1+€za€zb

eia + eib

1 + efaeid

el + eib

1+ eteeid

1+ eiag=i
e—iae—ib(eib + eia)
e—iae—ib(eiaeib + 1)

elaegib 1 1

Donc Z = Z. On en déduit que Z est réel.

Corrigé de ’exercice 14.

Soit x € R. Calculer : S = ) ( " ) coskr et S'= ) ( " ) sin kx.
s\ K o\ k
On pose S¢c = S +15'.

Puisque S et S’ sont réels, I'écriture ci-dessus est la forme algébrique de Sc.
Donc S = Re(Sc¢) et 8" = Im(Sg).

(
i
(

Sc =

M=

)Cos (kz) +i 3 ( Z ) sin(kz)

k=0

n
k
( ) cos(kx) +i ( Z ) sin(lm)) par propriété de la

?,
I
o

I
M=

k=
= l;_o 1) (cos(kz) + isin(kz)) on a factorisé par (}) dansla -
= > (})e*™ car cos(kz) + isin(kz) = e

k=0

3

= > (})(e™)* d’aprés la formule de Moivre
k=0

= (1+ ™)™ d’aprés la formule du binéme.
Il nous faut a présent déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de ce complexe.
Ce n’est pas une bonne idée de développer la puissance n par la formule du binéme (car on retrou-
verait la formule initiale : on tournerait en rond...).
On aimerait mieux avoir (1 + €®) sous forme factorisée (plus facile pour appliquer la puissance n).
C’est possible, en factorisant par 1’angle moitié :



1+ 62':r _ eix/Q(e—im/Q + eiI/Q) — 2€ix/2 COS(%). Donc :

Sc = (277 cos(%))
2" (e ”7/2) (cos(£))" (car (abc)™ = amb™c")
2" cos ( ) e”””/2

2 N

N——f.de Moivre

notation

= 2" cos"(z%) (cos(nx/2) + z'sin(n:c/%)
2" cos"(a) cos(nx/2) +i2" cos"(a) sin(nx/2)

[\ J/ [
-~ -~

€RrR

m

On en déduit : |.S = Re(Sc) = 2" cos™(5) cos(nz/2) et S" = Im(S¢) = 2" cos”(5) sin(nz/2)

Corrigé de I’exercice 15.

n—1 n—1
Montrer, pour tout (6,n) € R x N\ {0,1}, > cos <9 + 2’%) = Y sin (9 + 2’“7”) =0.
k=0 k=0

Comme dans 'exercice précédent, on pose :

g ZCOS<9+2M> ,sfzﬁlsm(wr%) —0et Sc=S+iS"
k=0

Sc = Zcos(@—l—%”)—l—izz(l)sin@—l—%?”)
= Tilcos<9+%7”>+isin<@+%7”>
— Z pi(0+2T)
= Z ei@e ™)

_ 191%—”
= Ze

n— 1 or\ F
= Y e? (6127> (formule de Moivre)
k=0

. n—1 - 27 k ]
— ¢t (Z (d?) ) (factorisation par )

k=0

Nous sommes en presence de la somme des termes d’une suite géométrique de raison e’ .
- 27 . L, .
n > 2 donc 0 < 2® < 7, donc e’ est situé sur 'arc de cercle en bleu ci-dessous :



&

eiw/2 —
R
s — 1
2im 2inm
2im 21— (e )" 1 —en . .
Donc en # 1. Donc S¢ = e ( M) = e -— d’aprés la formule de Moivre.
1—en 1—e™n
2inm - L, .
Or e"n = 2™ = 1. Donc le numérateur de cette fraction est nul.
Ainsi, S¢c = 0.

On en déduit : | S = Re(S¢) =0et §" =Im(Sc) =0




