Mathématiques

BCPST 1

|Suites réelles usuelles|

Suites arithmétiques et géométriques

Exercice 1 (Correction compléte)

1.

A

neN, up, =3+5n
neN, u, =—6+10n
yneN u, =2+4(n—1)
YneN, uy, =3 x 5"
YneN, u, =—6 x 10"
vneN, u, =2 x 4n!

Exercice 2 (Correction rapide)

1. On note (uy) la suite arithmétique de premier terme ug = 3 et de raisin r =3 .

2.

La question revient & calculer S =up+---+ U9 = ) ux.
k=0

On applique la formule du cours et on trouve S = 630 .

1\8
- (3)
gL \2) _ 25
8 L1 1024
2

Suites arithmético-géométriques

Exercice 3 (Correction trés rapide)

vn e N, un:—§ X (=3)"+ =

1

2 2

Exercice 4 (Correction trés rapide)

1.

2. Soit n € N. La question revient & calculer S =wg+ -+ +un_1 .

1/1\n 1
N, :—7(7) -
Yn € Un 15 +2

5 1 y 2“—1+n
2 on 2

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Exercice 5 (Correction trés rapide)

mneN, up, =—

5

\/5<1+\/5>“ \/5(1—\/5

3 2 2

Exercice 6 (Correction trés rapide)

1
ymeN, u, = |:UQ+(*U1*UO>TI:| x 3"

3

Exercice 7 (Correction trés rapide)

1.

2.

5 3
YneN, unzi(—l)“+§ x 3"

YneN, S, = Z(l — (—1)n+1) — Z(l _ 3n+1)

Exercice 8 (Correction trés rapide)

1.

2. Vne N, Snzg[l—(l)TwT _5_&[1_(1

et =5(=5) +5(3)"

5 3 ) 2

X
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Approfondissement

Exercice 9 (Correction compléte)

1. (a) f est définie sur R\{3} et f est dérivable sur cet ensemble.
Soit x € R\{3}.

x—3—(x—4) 1
f'(x) = = .
M= e T oae
On en déduit le tableau de variations :
X —0o0 3 +oo
f/(x) + +

(b) e Initialisation : pour n =0
ug est donné par ’énoncé donc ug existe.
De plus, ug =1 donc ug < 2.
o Hérédité
On suppose qu’il existe n € N tel que u,, existe et u, < 2.
Dans ce cas :

— Tout d’abord, puisque u, # 3, on a le droit de calculer f(u,,), c’est-a-dire que u, 1 existe.

— Ensuite, comme u,, < 2, par croissance de la fonction f sur ]—oo0, 3[, on obtient f(u,) < f(2), c’est-a-dire
Unt1 < 2

e Conclusion
‘Pour tout n € N, u,, existe et u, < 2. ‘

2. (a) SoitneN.
D’apres la question 1b, u, < 2, donc u, # 2, donc on peut diviser par u,, — 2, donc v,, existe.

‘Pour tout n € N, v,, existe.

(b) Soit n € N.

Remarque : on peut commencer les calculs en essayant de simplifier viy1. Ces calculs ne sont pas forcément
les plus faciles. On peut donc également prendre la direction suivante :

1 1
un+1_2 un_2

Vn41 —Vn

1 1

un_4_2 un—2
U, —3
1 1
Un —4—2un—3) up—2
Un — 3

U, —3 1
—Un+2 un,—2

—Un +3—1
Uy — 2

2—1Uun
Up — 2

= -1

Ceci prouve que |la suite (v,) est arithmétique |.

(¢) On sait que (vy) est arithmétique.

1
- = 1—3 = —1 et sa raison est —1.

Ainsi, pour tot neN, v, =—1—-n=—(n+1) .

De plus, son premier terme est vo =
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Soit n € N.

o -~ 49
nETa T
—142(n+1)

o n+1

_2n+1

S ou
" n+1

Pour tout n € N, u, =
n+1

n+1

Exercice 10 (Correction compléte)

1. Soit n € N. On calcule :

Unil —Vnil = 3Un+2vy — (Qun + 3Vn)

= Up —Vn

Ceci prouve que ‘ la suite (up —vy) est constante‘ .

Par ailleurs, up —vg =1—2 = —1 donc ’ la valeur de la constante est —1|.

2. Soit n € N.

D’apres la question précédente, on sait que u, — v, = —1. On s’en sert pour calculer :

Unt1 = 3un +2vy
- 3un+2<un+1)
Sun + 2

Ceci prouve que ‘ (un) est une suite arithmético-géométrique | .

3. e Pour (uy)

— Point fixe

1
Onrésout : x =5x+2 & 4x=-2 & x:fi

— Suite auxiliaire

1
On définit la suite (Wn) par : VneN, w, =un + = .

. f . 1 3 .
La suite (wy,) est alors géométrique, de premier terme wy = 1y + = = = et de raison 5.

— Terme général

3
Pour tout n € N, w,, = 5 x 5"

3 1
On en déduit que : |Vn € N, u“:§ X Bt — —

2

e Pour (vn)

On utilise le fait que (w, — v, ) soit constante égale & —1 et on en déduit que :

3
VneN,vn:§

X B 4 —
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Exercice 11 (Correction en partie détaillée)

Ceci est un exercice difficile, qui serait forcément accompagné de questions intermédiaires s’il devait étre posé en DS.
Les questions pourraient étre :

1. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u,, >0

2. On définit la suite (vn) par : Vn € N, v, = u?. Déterminer la nature de la suite (vy,) .

3. En déduire le terme général de la suite (un) .

e Etape 1 : on montre par récurrence double que, pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

Le raisonnement est similaire au raisonnement de ’exercice 9, question 1b.

— Initialisation : pourn=0et n=1
On sait que ug = 1 donc uy existe et ug > 0.
On sait que u; = 2 donc u; existe et uqy > 0.
— Hérédité
On suppose qu'il existe n € N tel que u,, et u,1 existent et soient positifs ou nuls.
Dans ce cas : 2u?_; +3u? > 0.
Donc on peut en calculer la racine et u,, o existe.
Enfin, u, o étant la racine d’un réel, on a u, o > 0.

e Etape 2 : on utilise une suite auxiliaire

Pour tout n € N, on pose v, = u?.

Soit n € N.
Unio = 4/2u? | +3u?

2 _ 2 2
A un+2 - 2U’n+1 + 3un

& Vnyo =2Vny1 +3vn
Ceci prouve que (vy,) est récurrente linéaire d’ordre 2 sans second membre.
e Etape 3 : explicitation du terme général de (vy,)
1

5
On trouve : Yn € N, \)71:—1(—1)‘14-Z x 3N

e Etape 4 : explicitation du terme général de (u,,)
V=D 45 x 30
2

On trouve : |[Yn € N, u, =
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Exercice 12 (Correction compléte)
1. Soit n € N.
Un4+2 = Xn43 — Xn42
= 2Xnj2 + Xnir1 — 2Xn — Xnpy2
= Xn42 —Xn41+ 2XnJrl — 2Xn
= Uni1+2Uup
Ceci prouve que | (1) est récurrente linéaire d’ordre 2 | .
On déterminer maintenant son terme général :
e Equation caractéristique
On résout x2 —x—2=0
) . . . . 1-3 143
Pour cette équation, A =148 =9 et il y a donc deux solutions qui sont r; = 5 = letre = — = 2

e Terme général
Il existe A, u € R tels que, pour tout n € N, u, = A (—1)" 4+ u2™
e Constantes

Pour déterminer A et u, on résout :

Uy = X1 —Xp
U = Xo—X1
A+ p =1
< {—7\ + o2 = 1
o A+ p =1
+ 3u = 2 Li+0L
A= 1-p = 1
<~ { 2H 3
L= 3
1
vneN, u, =- x (—1)"4+ - x 2"
3 3
2. Soit n € N.
D’une part :

U+ -+ Un—

1

= X1 —Xp+ +Xn —Xn—1

= Xn—Xp
= X'Tl
D’autre part :
1 2 1
U+ F Uy = gx(—1)0+§><20+ +§X( 1)n_1+3><2n_1
1 0 1) 1 2 (50 1
_ g((—1) b (—)n )+§(2 oot
Col1—(=pr 2120
3 1—(-1) 3 1-=2
1 2
et = () -3 (17)
n Xn 6 () 3
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Exercice 13 (Correction en partie compléte)
1. On raisonne par analyse-syhtese.

e Analyse
On suppose qu’il existe & € R tel que (t,,) de terme général t, = a2™ vérifie la méme relation de récurrence
que (un).
SoitneN. On a:
thie —thtr — 6t, =2"

& 22—yl g 2m =2n
S do—200—6a=1
& —4da=1

= &= L
4
e Synthese

1 1
On pose & = — 1 et on définit la suite (t,) par : Vn € N, t, = — 1 2m,

Soit n € N.
tn+2 - tn+1 - 6tn

1 1 1
- __ 2n+2 - 2n+1 - on
1 X +4x +6><4><
1 3
= 2"+ - 2 4 — x 2™
+2 X +2
= 2" 42 x 2"

e Conclusion

1
En prenant o« = — T la suite (t,,) de terme général t, = o 2™ vérifie la méme relation de récurrence que ().

2. Pour tout n € N, on pose v, = un — tn.
Soit n € N.
On sait que Un1o —Unyp — 66Uy = 2™ et thio —thy1 — 6ty = 2™
Donc :
Un42 —Up41 — 6un = tn+2 - tn+1 - 6tn

<~ (un+2 - tn+2> - (un+1 - tn+1) - 6<un - tn) =0

< Vni2 —Vnt1—6vy =0

Ceci prouve que ‘ (un — tn) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 sans second membre | .

3. II faut trouver :
1
YyneN, v, = 1(—2)“ + 3™

1 1
Dot :|Vn € N, un:Z(_Q)n+3n_ 1 % om

Exercice 14 (Correction rapide)

On procede par double implication.
Le sens direct est facile (méme s’il faut faire attention aux quantificateurs).
Pour le sens réciproque, le plus simple est de démontrer que la suite (u,+1 —un) est constante (comme dans U'ex 10).



