Mathématiques

BCPST 1

Nombres réels - Correction

Valeur absolue et partie entiere

Exercice 1 (Correction compléte)

Soient x et y deux réels.
On transforme :

[x+yl=Ixl+yl

2
& (x+y)?= (I x|+ 1y |) (on a bien une équivalence car termes positifs)

& X +2xy+y? =x2+2/xy|+y?
& xy =[xyl

< x et y sont de méme signe

‘x +y| = Ix| + |yl si et seulement si x et y sont de méme signe.

Exercice 2 (correction en partie compléte)
1. On distingue les cas.

e Casoux <y
D’une part, dans ce cas, min(x,y) = x.
(x+ty)—hKk—yl x+y+x—y

D’aut t _
autre part, 5 ! §
e Casoux>y
D’une part, dans ce cas, min(x,y) =y.
D’autre part, (x+y) —x—yl _ x+y—x+vy .

2 2
e Conclusion

(x+y) —x—yl

Dans tous les cas : | min(x,y) = 5

2. Idem.

Exercice 3 (Correction compléte)

1. Faux. Contre-exemple avec x =y = 3

2. Vrai.
Soient x,y € R.

|x] < X
et L) <y
donc x| +lyl < x+y (somme d’inégalités)
d’olt LIx]+yl] < |x+vy] (partie entiere conserve les inégalités)

cest-a-dire  [x|+|y] < [x+4+y] (partie entiere d’un entier)
3. Faux. Contre-exemple avec n = 3.

Remarque : mais c’est vrai si . est pair.
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Exercice 4

Soient m,n € N*
On distingue les cas selon la parité de m et n.

e Sim et n sont tous les deux pairs

On peut écrire m = 2k et n = 2p avec k,p € N*.

n+m n—m-+1

S5+ 1

2p + 2k 2p—2k+1
= 1=+ 1=

1
=lp+kl+lp—k+]
=p+k+p—k (car p et k sont des entiers)

=n

e Les autres cas se traitent de méme
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Equations et inéquations

Exercice 5 (Correction en partie détaillée)

Tout d’abord, on transforme :
Ix—1|<2 & —2<x—-1<2
& —1<x<3

Ensuite, je me rends compte alors que j’ai déja tapé la moitié du corrigé que j’ai fait une faute d’énoncé... Je voulais
écrire —5 <y < —4, ce qui enleve une partie des difficulté. C’est ¢a que je traite dans ce corrigé.

1. (Correction détaillée)

On peut additionner les inégalités membre & membre. On trouve : | —6 < x+y < —1

2. (Correction détaillée)
Attention : on ne peut pas soustraire les inégalités membre & membre.
On commence donc par transformer : —5 <y < —4 donc —4 < —y < —5.

En additionnant ces inégalités avec —1 < x < 3, on trouve
3. (Correction détaillée)

o Si—lsxs0
Dans ce cas :
{ 0<—x<1
et 4<—y<5>H
Dans ces inégalités, tous les membres sont positifs : on peut donc les multiplier entre elles.
On trouve : 0 < xy <5
Dans ce cas :
{ 0<x<3
et 4<—y<>5
Dans ces inégalités, tous les membres sont positifs : on peut donc les multiplier entre elles.
On trouve : 0 < —xy < 15 d’ot —15 < xy <0

e Conclusion : | —15 <xy <5

4. (Correction rapide)

1 . . e .
On commence par encadrer —. Ensuite, on fait la méme distinction de cas que dans la question 3.

Tous calculs faits : | — - < — <

PR
«<
\xc
RN

5. (Correction rapide)
0< x[<3

6. (Correction rapide)
Tout d’abord, 4 < |y| < 5.

En appliquant les mémes principes que dans la question 2, on obtient : | —5 < [x|—|y| < —1

7. (Correction rapide)

A partir de la question 5, on obtient : |0 < x? < 9

8. (Correction rapide)

On réutilise les techniques vues pour soustraire et diviser. On obtient : |0 < ——— S
Y2 —x

| ©
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Exercice 6 (Correction rapide)

1. On résout sur R.
3x+1

x2+1

& x+1=—x2-1
& xX24+3x+2=0

& (x+1)(x+2)=0 (racines évidentes)

L’ensemble des solutions est {—2,—1} .

2. On résout sur R
[x — 7] =]4x — 1|

x—7=4x—1
& ou
Xx—7=—4x+1

x=-—2
ou

& X_§
5

8
L’ensemble des solutions est {—2, 3} .

3. On commence par faire un tableau de signe pour savoir comment enlever les valeurs absolues.

e Six < —2: pas de solution

1 1
e Si—2<<x< 3°73 est solution
Si L <x: 2 est soluti
o Si— -
i3 <x: 7 est solution
. 3
L’ensemble des solutions est {Z’ — 5} .

4. Fuait en classe.
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Exercice 7 (Correction rapide)

1. On factorise par x, puis on conclut & 'aide d’un tableau de signes. On trouve ] — 0o, —3] U [0, 2]
2. Fuait en classe

3. Fuit en classe

4. On procede comme dans la question 3. On trouve :

—1—+/5 —1 5
SB[ 0] T
5. Tableau de signes. On trouve : ] — 3,2

6. Fait en classe

7. On procede comme dans les questions précédentes : on se ramene a comparer une fraction factorisée a 0.

Pour I'inéquation 0 < %1, on trouve : ] —1,0]U]1,+oo|

x2

1— 1
Pour I'inéquation ———, on trouve : ] — oo, —1[U { \/5, 1 [ U [ﬂ,—i—oo[
x4 —1 2 2
1-— 1
Conclusion : [ 2\/5,0} U [ +2\/5,+oo[

8. On fait un tableau de signe pour savoir comment enlever les valeurs absolue. On trouve : | — oo, —1[U] 5,400 .
9. Fait en classe

10. On fait un tableau de signe pour savoir comment enlever les valeurs absolues. On trouve : ] — 00, 0]

11. Tout d’abord, pour tout x € R, x2 +1 > 0 (somme de positifs) donc on résout sur R .

X+vVx2+1>0
S Vx2+H1>—x

On souhaite ensuite passer au carré; pour cela il faut connaitre le signe de chaque membre.

e Six>0
Dans ce cas, d’une part, vx2 + 1 > 0 et d’autre part 0 > —x, donc I'inégalité est vraie.
e Six<0

Dans ce cas :
Vx24+1>—x
& xX2+1>(—x)?
< 1>0
Cette derniere ligne est vraie, donc par équivalences la premiére ligne est aussi vraie.

Conclusion : 'ensemble des solutions est R .

12. On constate tout d’abord que x? —4x + 4 = (x — 2)?, donc on résout sur R (pas de valeur interdite).
On passe au carré (possible car tous les membres sont positifs).

On trouve ] —o00,2] U {g,—l—oo[
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Sous-ensembles de R

Exercice 8 (Correction rapide)

1. Vrai. Ca fait partie de la définition.
2. Faux. Contre-exemple : [0, 1] .
3. Vrai.
4. Vral.

En effet : s —1 < s, donc s — 1 n’est pas un majorant de A, donc il existe un x € A tel que s —1 < x .

Exercice 9 (Correction trés rapide)

1 1
Enfai’@A:{l7 -, =, ... }
273
1. A admet un maximum : 1. Ce maximum est donc aussi la borne supérieure de A.

2. A n’a pas de minimum mais admet 0 comme borne inférieure.

Exercice 10 (Correction comppléte)

Soient x € [-1,1] et y € [-1,1]. On a :

—1<x<1
et —-1<y<1
donc -1<—y«l1
d’ou —2<x—y<2
d’autre part 1 <x4+y+3<5
d’ot 1 < 1 <1
ou - —
5 x+y+3
On distingue alors les cas :
. xX—y
e Six—y <0:dans cecas, —————
X_
e Six—1y >0 : dans ce cas, on peut multiplier les inégalités et ainsi 0 < _xX~Y <
il x+y+3

e Conclusion : |2 est un majorant de A.
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Exercice 11 (Correction compléte)

On commence par dresser le tableau de variations complet de f.
f est dérivable sur R.

2x
VxeR, f'(x) =— ———
xER, ) =— ey
De plus, lim f(x) = lim f(x) =0
X——00 X—r+00
D’ot le tableau :
X —00 0 +00o
2x — 0 +
(x2 +1)? + +
f'(x) + 0 —
1
£ / \
0 0
e D’une part :
1
D’apres le tableau, 1 est un majorant de Aet 1 = —— € A .

02+1
Donc | A admet 1 pour maximum ‘ et ’/—\ admet 1 pour borne supérieure | .

e D’autre part :

D’apres le tableau, 0 minore A.
1

14 x2
Donc, en passant a la limite quand x tend vers +o0o, m < 0.

Soit m un minorant de A : Vx € R, m <

Ceci prouve que ‘ 0 est la borne inférieure de A |.

Enfin : si A admet un minimum, ce minimum est nécessairement 0. Puisque 0 € A, ‘A n’a pas de minimum | .

Exercice 12 (Correction compléte)

¢ Concernant la borne supérieure

1
On constate que, pour tout m € N*, 1 < m donc - < 1.

1 1 1
Ainsi, pour tout (m,n,p) € (N*)3, — + — + — < 3, ce qui prouve que 3 majore A.
m n p

1 1 1
Par ailleurs, pour m=n=p=1,ona —+ — 4+ — =3 donc 3 € A.
m n o p

Ces deux points prouvent que max(A) = 3.

Et donc, nécessairement : ‘A a une borne supérieure, qui est 3, et qui est aussi le plus grand élément de A .

e Concernant la borne inférieure

Tout d’abord, A est une partie non vide et minorée (par 0 par exemple) de R, donc A admet une borne inférieure.

Soit o« un minorant de A.
1 1 1
Ainsi, pour tout (m,n,p) € (N*)3, a < — + — + —.
m mop
D’oti, en passant a la limite quand m — 400, puis quand n — 400, puis quand p — +oco : x <0 .
Comme 0 est un minorant de A, ceci prouve que 0 est le plus grand de tous les minorants de A et [inf(A) =0].
1

1 1
Enfin, si 0 € A, alors il existe (m,n,p) € (N*)3 tel que — + — + = =0.
m n p
1

1
0 étant ainsi la somme de trois nombres positifs, on a nécessairement = — = — =0, ce qui est impossible.
m n p

Donc 0 € A et ’/—\ n’a pas de plus petit élément ‘ .
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Approfondissement

Exercice 13 (Correction compléte)

Soit n € N*.
Soit k € [1,n].
k+ 3vk

Tout d’abord, | o | =1+ L%j .

Or :
3 sik=1
3. )2 sik=2
Lﬁj - 1 si3<k<9
0 silo<k

D’ot1 on déduit que :

S1=4

So=7
Sid3<n<9alorsS,=n+5+n—3+1)=2n+3
Sil0<mn,alors Sy =n+5+7=n+12

Exercice 14 (Correction incompléte)

1. Soit n € N*. On commence par l'inégalité de droite.
On transforme 'inégalité que I’'on veut démontrer :

1
\/n+1—\/ﬁ<ﬁ
vn+1l+4yn

o (T ) (T ) <

Vn+1+yn
2y/n

Or, cette derniere ligne est vraie. Donc, par équivalences, la premiere ligne est vraie aussi.

&S 1<

On démontre I'autre inégalité de méme.

2. On encadre chacun des termes de la somme avec la question 1.
On somme. De part et d’autre de I'inégalité, on obtient des sommes télescopiques.

1 1

1l vient : /10001 — 1 < = (1 oot ) < /10000
2 /10000

Dot E = 99 .
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Exercice 15 (Correction incompléte)

1. On suppose que a > 1.

=

Dans ce cas, 1 — a < 0 et done, par produit c(1 — a) < 0, ce qui implique ¢(1 —a) <

Sib>1ouc>1, on procede de méme.

‘ Si a, b ou c est supérieur ou égale a 1, alors la propriété est vraie. ‘

2. (a) On manipule les inégalités :

0<axl1
et 0<bx<1
donc —1<-b<0

d’ou 0<1—-b«l1
et donc 0< a(l—b) (on peut mulitpler car tous les membres sont positifs)
On procede de méme pour les deux autres.

‘ a(l—b), b(l —c) et ¢c(1 — a) sont positifs ou nuls
(b) Soit x € R.

x(1—%x) = —x*>+x
- -
B 2 4
Ainsi :
1\ 2
Og(x—f)
132
donc _(X_ﬁ) <0
donc 1—(7(—12<1
4 21 4
c¢’est-a-dire x(l—x)gz
1
Pour tout x € R, x(1 —x) < 1

(¢) a(l—b) x b(l—c) xc(l—a)=a(l—a) x b(l—D) x c(l—c)
Or, d’apres les deux questions précédentes, on a :

0<a(l—a) <
et 0<b(l—0b)<K

et 0<c(l—c)<

1
D’ot, par produit d’inégalités ol tous les membres sont positifs : a(l —a) x b(1—b) x ¢c(1 —c¢) < yER

1
C’est-a-dire : {a(l —b) x b(l—c) x c¢(l —a) < e

(d) On raisonne par ’absurde. On suppose que a(1 —Db), b(1 —c) et c¢(1 —b) sont tous strictement supérieurs a 1
1
Alors, par produit d’inégalités ou tous les membres sont positifs, on aurait a(1—b) x b(1—c) x c¢(1—a) > YER

Ceci est en contradiction avec la question précédente.

Donc ‘ Si a, b et ¢ sont dans [0, 1[, alors la propriété est Vraie‘ .

Et : ‘Dans tous les cas, la propriété est vraie.




