Mathématiques BCPST 1

Systemes linéaires - Correction

Algorithme du pivot de Gausse

Exercice 1 (Correction compléte)

1. On résout dans R2.

x +y =7
x —y =9
x +y =7
2y = =2 Ll — Lg

‘L’ensemble des solutions est { (8, —1)}.

2. On résout dans R2.

x + 3y = 13
2x 4+ 4y = 20
o x + 3y = 13
2y = 6 2]_1 - LQ

‘L’ensemble des solutions est { (4,3)} .

3. On résout dans R2.

3x — 4y = 5
—6x + 8y = -—-10
o 3x — 4y = 5
0 = 0 Le+2L4

Sil’'on exprime y en fonction de x, on obtient :

3 5
L’ensemble des solutions est { (x, 1 X — Z) |x eR } .

Si l'on exprime x en fonction de y, on obtient :

4 5
L’ensemble des solutions est { (gy + 3 y) lyeR } .

4. On résout dans R2.

2x — 8y =1
3x — 12y = 3
N 2x — 8y = 1
0 == 3 2L2 - 3L1

‘L’ensemble des solutions est 0 . ‘

Exercice 2

Fait en classe.

Exercice 3 (Correction rapide)
1. Selon les décisions prises lors de I'exécution de I'algorithme du pivot de Gausse, on peut trouver :
11 3 1 1 1 5
{ (5 39V, 4=3y, —;+5y) [yER } ou { (~2+3t, 5 +2t, 2 —6t, 1 IteR}

4 2
2. 0
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Systemes a parametres

Exercice 4 (Correction compléte)

Dans cet exercice, on fait attention au statut des variables m, x et y.
— m est un parametre. Il est quelconque mais fixé. Il nous force a distinguer des cas.
— x et y sont les inconnues. On les cherche. On les exprime en fonction de m.

Par ailleurs, on garde en téte que dans l'opération élémentaire de multiplication (L; < AL;), il faut que A soit non nul.

S mx — 2y = 0
(5) { x — (m+ly = 0
- x — (m+1ly = 0 LieL,
mx — 2y =0
o x - (m+1)y =0
(—2+m+m2)y = 0 Ly—mL,

On résout m? +m — 2 =0; les solutions sont 1 et —2.

e Sim=1

x — 2y =0
(S)@{ 0 =0

Si m =1, I'ensemble des solutions est { (2y,y) ’ Yy e ]R} .

e Sim=-2

x +y =0
(S)‘:’{ 0 = 0

Si m = —2, I’ensemble des solutions est { (—y,y) ’ y € R} )

e Sim#1letm#—2

x = 0
(3)@{y — 0

Si m € R\{1, —2}, ’ensemble des solutions est { (0,0) } .
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Exercice 5 (Correction en partie compléte)

1. Sim#£0et m#1: {(3,%,0)}.
Sim=0:0.
Sim=1: {(3—21,1—2,2) ‘ ZER}
ATTENTION : dans le cas m # 0 et m # 1, il y a bien une seule solution au systeme.

2. Soit m € R3. On résout dans R3.

x + y + mz = 3

(S) x + 2y + (m+1l)z = 2
2x + y + (m—-1)z = 1
x + y + mz = 3

= y + z = -1 L—14

-y — (m+1l)z = -5 Lz3—204

x +y + mz = 3

& y + z = -1

— mz = -6 Ly+1;3
e Sim=0
La derniere ligne du systeme devient 0 = —6

‘ Si m =0, le systeme n’a pas de solution.

e Sim#0
6 —2 6
m m
(S) < y = —1—z _ ;8 _ _m+6
m m
6
z = —
m

—2
Si m # 0, ’ensemble des solutions est { ( 6 mm , — mn—: 6 , %) } .

ATTENTION : dans le cas m # 0, il y a bien une seule solution au systeme.

0

.3
3. Slm—2

4 2Zm—-1 —2m— 5) }
2m—3"2m—3" 2m—3 '

3
ATTENTION : dans le cas m # 3 il y a bien une seule solution au systeme.

Sim;«ég:{(
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Exercice 6 (Correction compléte)

x + 2y — 3z = -1
-3x + y - 2z = -7
5 4+ ay — 4z = 2
x + 2y - 3z = -1
= Ty — 11z = —-10 L+3L;
(Cl — 10)9 + 11z = 7 Ls — 5L,
x + 2y - 3z = -1
& Ty - 11z = -10
(a—3)y = =3 Ly+1L3

e Si a =3, alors la derniere ligne est impossible et le systeme n’a pas de solution.

e Si a # 3, alors la derniére ligne permet d’isoler y et on peut alors déterminer z puis x; le systéme a une unique
solution.

‘ Le systeme n’a pas de solution si et seulement si a = 3.

Exercice 7 (Correction compléte)

Soient a,b,c € R

On résout :
2x + 3y = a
x — 2y =D
3x + 2y = ¢
2x + 3y = a
4 — 7y = 2b—a Ly«2l,—1;

— 5y 2c —3a L3+ 213 — 3L,

On voit donc que :
Ce systeme a une unique solution

1 1
—Z(@b—a)=——(2c—
& 7( a) 5(0 3a)
& 5(2b—a) =7(2¢ — 3a)
< 10b — 5a = 14¢c — 21a

< 10b+ 16a—14c =0
& 5b+8a—T7c=0

Le systeme a une et une seule solution si et seulement si 5b +8a —7¢c =0 .
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Applications et approfondissement

Exercice 8 (Correction compléte)

e Analyse
On suppose qu’il existe une fonction affine f solution de cette équation.
Ainsi, il existe deux coefficients a et b réels tels que, pour tout x € R, f(x) = ax + b.
On traduit alors :

f est solution de (E)
&S VxeR, f’(x)+2f(x) +f(x) =x+4
& YxeR, 0+2(a)+ (ax+b)=x+4

& YeER, ax+(2a+b)=x+4

a =1 . . .
& {2(1 b = 4 (par identification)

o { a = 1
b = 2
e Synthese
On note f la fonction définie par : Vx € R, f(x) =x+ 2.
f est une fonction affine.
De plus, les calculs de I'analyse ayant été menés par équivalences, on sait que f est solution de (E).
¢ Conclusion
La synthese prouve 'existence d’une fonction affine solution de (E).
Le fait qu’on ait trouvé une seule fonction & la fin de ’analyse prouve 'unicité de cette fonction.

Il existe une unique fonction affine solution de ’équation (E).
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Exercice 9 (Correction compléte)
1. Soient C; et Co deux réels.
On note f la fonction qui & tout x € R associe f(x) = C1e™* + Coe 92* +2 .
Ainsi :
Vx€R , f/(x) =—Cie ¥ —0.2Cye 02x
xeR f//(X) =+ Cie 4+ 0.04C2€70'2X
Et :

Vx €R , 5f"(x)+6f(x)+f(x) = 5(Cle*" + 0.04c2e*0~2><) n 6( — Cie ¥ — 0.2c2e*0‘2><) 4 Cre ™ 4 Cpe02x 4 2

- (5C1 —6C, + C1>e_" n (5 % 0.04C5 — 6 x 0.2C5 + Cg)e—o-% 49

=2
Ceci prouve que f est solution de (E).

Pour tout réels Cq et Co, la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = C1e * 4+ Coe 2% 4 2 est une solution de
(E) .
2. e Phase de recherche

On cherche g définie par une expression de la forme g(x) = C1e ™ + Coe™%2* + 2 avec C; et Co des constantes
a déterminer.

On commence par rappeler que, pour tout x € R, g/(x) = — Cie ™ — 0.2Cye-2¥
Pour déterminer C; et Cy, on résout :

g(0) =5
g'(0)=1
PN Ci + Co + 2 =
*Cl - 0.2C2 = 1
o C + Cs = 3
—Ci — 02C =1
N C: + Cy = 3
08C; = 4 L+ L+L
N Ci = =2
C2 = 5 L2 — I_g + Ll

e Conclusion

La fonction g définie par : ¥x € R, g(x) = —2e * + 5e 2% + 2 est solution de (E) et vérifie g(0) = 5 et
g'(0)=1.

Exercice 10

Fait en classe.
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Exercice 11 (Correction compléte, ou presque)

e Analyse

On suppose qu'il existe trois réels «, et y tels que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 :

1
J P(x) dx = «P(1) + BP(2) + yP3)
o

Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a 2. Il existe donc des réels a, b et c tels que, pour tout x € R :
P(x) = ax®> + bx +c.

D’une part :
1 1
J:) P(x)dx = J:Jax2+bx+Cdx
x3 be 1
= Jofrvg e,
a b
= (§+§+C)—0
32
D’autre part :
aP(1) + BP(2) +YP(3) = oc(a+b+c)+[5(4a+2b+c)+y(9a+3b+c)

(4B +9v)a+ (w+26+3y)b+ (atp+v)

On propose ici une rédaction sans le ”par identification”, pour montrer que c’est possible.

L’égalité étant vraie pour tout polynome de degré inférieur ou égal a 2, elle est en particulier vraie pour le polynéme
P défini par : ¥x € R, P(x) = x2.

1
Pour ce polynéome, a =1et b =c =0 et on obtient : 3 =a+4f +9y .

1
De méme, pourP(x):x,a:O,bzletc:Oetonobtient:§:a+2[3+3y.
Enfin, pour P(x) =1, a=b=0etc=1et onobtient : 1 =x+p+7vy .

On résout maintenant :

x + B + v =1
1
oc+2[3+3y:§
1
<.

W - B

D)

4

& = —=

B 3

_ 5

Y = 0




Mathématiques BCPST 1

e Synthese
Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a 2.
Il existe des réels a, b et c tels que, pour tout x € R, P(x) = ax2+bx +c .

1
D’apres les calculs de I'analyse, fo P(x) dx = «P(1) + BP(2) +vP(3)

Ceci n’est pas un bluff. Les calculs ont été faits dans I’analyse. On serait en train de les recopier a
lidentique.
Ce n’est pas la peine de perdre notre temps a ca.

e Conclusion

Il existe des constantes «, 3 et vy telles que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 :

1
J P(x)dx = «P(1) + BP(2) +yP3)
0
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Exercice 12 (Correction compléte)

Fait en classe.

Exercice 13 (Correction compléte)

‘ ATTENTION : dans cet exercice, il faut étre conscient que X, Y et Z sont des parameétres et x, y et z sont les inconnues.

e Calculs
Soit (X,Y,Z) € R? quelconque.
Soit (x,y,z) € R3. On résout :
f(x,y,z) = (X,Y,Z)

6x — 4y — 4z = X
S hx — 3y — 4z =Y
6x — 4y — 4z = X
<~ X —y = X=Y L+ —-1Ly+14
6x — 4y — 4z = X
& X — Yy = X-=Y
0 = Z—X+Y Lg(—L3—L2

e Interprétation

— Si Z—X+Y =0, alors le systeme a une infinité de solutions.
— Si Z—X+4+Y #£0, alors le systeme n’a pas de solution.

e Conclusion

Il n’existe aucun triplet (X,Y, Z) pour lequel I’'équation f(x,y,z) = (X,Y, Z) ait une unique solution.
L’ensemble demandé est I’ensemble vide.




