Mathématiques

BCPST1

Equations différentielles linéaires

EDL & coefficients constants

Exercice 1 (Grandes lignes)

1. Fait en classe.

2. 1 faut trouver y(t) = (K; t+ Ky)e 2t +2

3. 1l faut trouver y(t) = (K cos(t) + Ky sin(t))e' (I’équation est homogene)
4

. Fait en classe.

Exercice 2 (Seulement les réponses)

1. L’ensemble des solutions de I’équation est :

{ y
2. L’ensemble des solutions de I’équation est :

{y:[R—>[R | Kl,ngfR}
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t = (K1 cos(t) + Ky sin(t) )e*2t -2

3. L’ensemble des solutions de 1’équation est :

y R — R | Kl,KQE[R
t = Kiet4+Kgoe 6t —

N | =

4. L’ensemble des solutions de I’équation est :

y R — R ‘ Kl,KQG[R
t e (Klt+K2)e3t+g
3

Exercice 3 (Correction compléte... si on est dans une copie d’une autre matiére)

1. N est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

On obtient : ‘pour tout t €]0, +oo [, N(t) = N(0)e ‘ .

2. On va exprimer A en années™!.

Pour déterminer A, on résout :

N
N(5734) = N©)
N
& Ny s = B0
~ In(2)
5734
In(2
Ainsi, [A = 5117(342 années™! | .

In(2)

3. On obtient la formule suivante, valable pour tout t €]0, +oco[: N(t) = N(0) e~ 5732
Dans cette formule :

t

e N(t) est connu : on mesure cette grandeur sur 1’organisme mort que I’on souhaite dater
e N(0) est connu : cette grandeur est connue de facon théorique
e t est donc la seule grandeur inconnue : on peut la calculer en isolant t dans la formule
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Exercice 4 (Grandes lignes)

[A](t) = [Alge**
De plus, on convertit en secondes pour avoir des unités du systéme internationale
secondes.

Ensuite : [A]ge
Application numérique : k ~ 7,70.1074s~!

—900k _ [Aly o k= In(2) o1

Exercice 5 (Correction compléte)

: 15 minutes correspondent a 900

1. e Equation caractéristique
On commence par résoudre x% + w? =0 .
Pour cette équation, A = —4w? et il y a donc deux solutions complexes conjuguées, qui sont :
—21iw . .
zZ1 = =—1w et z; =1w

2

e Equation homogene

L’ensemble des solutions de 1’équation homogene associée & (E) est :

Y : R - R
t — Kjcos(wt)+ Kysin(wt)

e Solution particuliere

L’équation (E) est & coefficients constants. Une solution particuliere évidente est donc la fonction yg : t —

(possible car w # 0).
¢ Conclusion

| Ky, Ke €R }

w?

L’ensemble des solutions de (E) est :

{y

R — R |
c
t — Kjcos(wt)+ Kosin(wt) +

w?2

Ki, Ko € R }

2. On note y la fonction cherchée.

y est solution de (E) donc il existe Kq, Ko € R tels que, pour tout t € R, y(t) = K; cos(w t) + Ko sin(w t) +

Par les théoremes opératoires, y est dérivable sur R et, pour tout t € R :
y'(t) = —Kjw sin(w t) + Kow cos(w t).

Pour déterminer K; et Ko, on résout :

{ y(0)
y'(0)

Yo

Yo

c
K1 = Yo — E
Ko = 0 (car w #0)

w? ’

La fonction cherchée est :
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Exercice 6 (Correction compléte)

Soit y une solution de ’équation différentielle proposée.
D’apres Pexercice 5, il existe K; et Ky des réels tels que, pour tout t € R, y(t) = Ky cos(w t) + Ko sin(w t) .
Cette formule ressemble a une formule que 'on avait croisée dans le chapitre ”Nombres complexes”.
e Si (Kq, Ky) =(0,0)
Dans ce cas, r =0 et @ = 0 conviennent.
e Si (Kq, Ky) #(0,0)

Dans ce cas, on pose T = /K% + K3

o Ky Ks . .
Ainsi, pour tout t € R, y(t :r(icos wt) + ————=-sin wt) ossible car v # 0
p €R, y(t) \/W(H\/m()(p #0)

Or:

VK?+ K2

Ks

- 1< —2 <1

VK?+K3

1

- () ) -
K% +K3 K% +K3
Ky Ks

On obtient, pour tout t € R : y(t) =7 ( cos(@) cos(wt) + sin(p) sin(w t) ) =rcos(wt— @)

On peut donc trouver @ un réel tel que sin(@) .

Quitte a renommer @ en —@, on a ce qui qu’on voulait.

Exercice 7 (Grandes lignes)

1. On trouve (E) : u” +2wu’ +w?u=w?Ey .

2. L’ensemble des solutions de (E) est :

3. On trouve :

-+ R
— (— (wt+1)e*wt+1)EO

4. lim u(t) = EO

t—+oo

Exercice 8 (Grandes lignes)

On traduit : T est une fonction qui dépend de la variable t et qui vérifie I’équation différentielle :

Il faut comprendre que lses grandeurs h, S, C et Ty sont des constantes, données par 1’énoncé.
hS

On trouve T(t) = Ke™ ¢t 4+ Ty,
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EDL
Exercice 9 (Correction rapide)
1. e Equation homogene
On commence par résoudre y’ — 1_;99 =0sur L
a:t—— ﬁ est continue donc admet des primitives sur I.
De plus, pour tout t € I, a(t) = % %

1
On peut donc prendre comme primitive A : t — 3 In ’1 — tQ‘

Enfin, pour tout t € I, on a :

e A exp(— flnll—tQD
Lo
= exp( §nt —1) (cart €1)
= exp( n(vt2 1))
e (1 1 )
= ex n
P vte—1
- 1
IRV
L’ensemble des solutions de (Eg) est :
Y : R - R \ KeR
K
t o
t2—-1

e Solution particuliere

La fonction constante égale & —1 est une solution particuliere de (E).
e Conclusion

L’ensemble des solutions de (E) est :

y : R - R | KeR
K
— —1
t2—-1
2. Fait en classe.
3. L’ensemble des solutions de (E) est :
y R - R \ KeR
t = Ke'+t2—t+2

4. L’ensemble des solutions de (E) est :

y : R - R | KeR

Exercice 10 (Seulement la réponse)
L’ensemble des solutions de (E) est :

y R — R | Kl,KQ R
1
x +—  Kj cos(3x) + Ky sin(3x) — 6 x cos(3x)
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Exercice 11 (Seulement la réponse)

On trouve :

y : R - R
t — sin(x)e* + (x +1)?

Exercice 12 (Seulement la réponse)

L’ensemble des solutions de (E) est :

y R —- R | Ki, Ko € R

t = Kie ' 4 Koe 4t + 1’t + 3 cos(t) + 5 sin(t) — 5

4 34 34 16
Exercice 13 (Seulement la réponse)
L’ensemble des solutions de (E) est :

y R — R | Kl, Ky € R
1 7 1
t = Kie 2 4 Kyedx — =X e 2 — = cos(x) — = sin(x)
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Approfondissement

Exercice 14 (Correction compléte)

1. e Equation caractéristique

On commence par résoudre x> —x + 1 = 0.

Pour cette équation, A = —3 et il y a donc deux solutions complexes conjuguées, qui sont :

L, 1= iVv3 —_ 1+ iv3
= e =
! 2 ! 2
e Conclusion
L’équation est homogene.
L’ensemble des solutions de (Eq) est :
y R — R ‘ Ki, Ko €R

t = (K1 cos(? 1) + Ko sin(? 1) )et/2

2. (a) Soit f une fonction solution de (Es).
Tout d’abord, par stricte positivité de I’exponentielle, g est bien définie sur R.
De plus, par les théoremes opératoires, g est dérivable deux fois sur R.

Soit t € R.
g(t) = fle")
g'(t) = et f'(eh) (dérivée d’une composée)
= et fle™t) (car f est solution de (E5))
g”(t) = etfle") + e x (—e ") f'(e")
= e'fle t) —f(eh) (car f est solution de (E3))
Ainsi, pour tout t € R :
g"(t) —g'(t) +g(t) = e fle')—fle') — e fle!) + f(e")
= 0

‘Si f est solution de (Ey), alors g :t > f(et) est solution de (Eq).
(b) e Analyse
Soit f une fonction solution de (Es).

D’apres la question 2a, la fonction g :t +— f(e') alors solution de (Eq).
Donc, d’apres la question 1, il existe Ky, Ky € R tels que, pour tout t € R,

g(t) = (K1 cos(? 1) + Ko sin(? t))et/2

Soit x € R. En combinant les informations précédentes, on obtient :
f(x) = g(n(x)) (en posant x = et, c’est-a-dire t = In(x) )

= (K1 cos( ? In(x) ) + Kg sin( ? In(x)) )eln(x)/2

= (K1 cos( ? In(x) ) + Kg sin( ? In(x) )) Vx
e Synthese

On note Kq,Ky € R et on définit la fonction f par :
f : 10,40 — R
3 3
X — (Kl cos( g In(x) ) + Ko sin( g In(x) )) Vx

Tout d’abord, par les théoréemes opératoires, f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour tout
x €]0, +oo:
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V3 V3 V3

- ( — Klfbln 7 In(x)) + K 3= cos( - 1n(x)))\/>z

2

Jr(Kl cos( ? In(x) ) 4+ Ko sin( ? In(x) )) %

<K1+\[K2 cos(

&

> In(x)) +

K; cos( — ln 1))+Kgsin(§ ln(l))) 1

( & S
(

&

3
K1 cos( 5 In(x)) — Kgsin(7

Finalement, par identification :
f est solution de (Es)

< Ky =

K1 + v/3Ky K,

——K
21+

V3Ks

V3 3
2

e Conclusion

(Ko — v/3Kq) sin( -—

L’ensemble des solutions de(Es) est :

R —

X = (\/gKgcos( —

i

oIS

| Ks € R
In(x) ) + Ky sin( g In(x) )) X
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Exercice 15 (Grandes lignes)

En I'absence de résultats théoriques sur la résolution de ce type de systéme, on procede par analyse-synthese.
Par ailleurs, on reste conscient que les notations x et y désignent toutes deux des fonctions. C’est souvent le cas en
physique quand on étudie le mouvement d’un mobile. La variable sera alors naturellement notée t.

e Analyse

Soient x et y deux fonctions solutions du systeme.

x"=wy =w(—wx) dou x" +w?x=0

(Puisqu’on dérive l'égalité x' = wy, l’équivalence est perdue ; il est vraiment nécessaire de raisonner par analyse-
synthése.)

Ainsi, il existe Ky et Ko des réels tels que, pour tout t € R, x(t) = Ky cos(w t) + Ko sin(w t)
1

En prenant en compte les conditions initiales, on trouve que, pour tout t € R, x(t) = % sin(wt) .

1
Enfin, en utilisant la premiére égalité du systéme, on trouve que, pour tout t € R, y(t) = © cos(wt) .
Synthese

1 1
On pose x : t — - sin(wt)ety:t— © cos(wt) deux fonctions définies sur R .

On vérifie qu’elles conviennent (et c’est le cas).

Exercice 16 (Grandes lignes)

1.

Soit o un réel; on note f la fonction constante égale a c.
f est solution de (E) & ... & N=0ouN=K

Tout d’abord, ceci n’est valable que si N ne s’annule pas; on le suppose donc.
!

T
N étant dérivable, y l'est aussiety’' = —— =--- = -1y + —
Vi y Y N2 Uytg
1
On résout I'équation différentielle de la question précédente, avec la condition initiale y(0) = N
0

(K — NQ) e Tt + NO
KN

On trouve y : t —

K'Ng
(K — NQ) e Tt NO

On en déduit que N : t —

lim N(t) =K
t—+oo
P . K
(a) On transforme l’écriture de la question 3 en N(t) = % .
(— - 1) et 1
Ng

Par manipulation d’inégalité, on obtient que 0 < N(t) < K .
N
(b) N’:r(l—f)N >0

Par un raisonnement similaire, on montre que N(t) > K et que N est décroissante.



