Mathématiques

BCPST 1

Exercice 1

1.
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DMS5 (Correction)
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De plus, on constate que : | A3 = A% +2A .

2. On procede par récurrence.

e Initialisation : pour n =1
Al = A = 1 xA+0xA?
La propriété est vrai au rang mn = 1 en posant a; =1 et b; =0.

o Hérédité

On suppose qu’il existe n € N* tel que A™ = a,A + b A2 avec a,, et by, des réels.

On calcule alors :

ATl = AT X A

= (anA+DbrA%) x A (par hypothese de récurrence)

= anA?+b,A3

= a,A%2+b,(A%+2A)

= 2b, A+ (an +by)A?

Ceci prouve que la propriété est vraie au rang n + 1, en posant an1 = 2by, et b1 = an + by -

e Conclusion

(d’apres la remarque de la question 1)

Pour tout n € N*, il existe des réels an et by, tels que A™ = a, A + b, A2 . ‘

e Pour la suite (by)

Soit n € N* quelconque.

bn+2 = Qn+1 +bn+1

= 2bn,+ bn+1

Ceci prouve que la suite (by,) est récurrente linéaire d’ordre 2 sans second membre.

(d’apres la deuxiéme formule de I’hérédité)
(d’apres la premiere formule de I'hérédité)

— Equation caractéristique
On résout : x2—x—2=0

Les solutions sont —1 et 2.

— Terme général

Il existe A et p des réels tels que, pour tout n € N* : by, = A(—1)" 4+ pn x 2™ .

— Constantes

On sait que by = 0.

Par ailleurs, by = a; +b; =1

Ainsi, on obtient A et p en résolvant :

Ax (=)t
{ Ax (—1)?

LA
A+

{?\+
=

A =

=
L =
— Conclusion.

+ ux2 =0

+ wux22 =1

2u = 0

4p = 1

2 = 0
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Pour tout n € N*, b, = = (—1)" + = x 2™ .
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e Pour la suite (an)

Soit n € N* quelconque.

an = bpy1—bn (d’apres la deuxiéme formule de I’hérédité)

1 1
(=)™ + g * 2“) (d’apres la début de la question)

1
—1 n+1 - 2n+1_(
(1™ o x 3

W=

(" (-1-1) —&—é x 2" (2—1)

Wiy Wl

x (=1t —|—% x 2m

Pour tout n € N*, a,, =

1
x (=1 4 G on

Wl N
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Exercice 2

1. On transforme :

Cldu_u ldu du
rdt L Rdt dt?
d?u 1 1ydu 1
o (b D b
< Cat R e e
dt2  C\r R/dt LC
Or:
1 1
o wy=—— donc w2 = —
0~ VIC 07 IC
1 (1 1 ) 1 R+7 1 9 oo
o — | — g = = — -
c\r "R C Rr CR. 0
. e L L a2 du =,
Ceci prouve que : |I’équation différentielle précédente est équivalente a : o +2awq Ty +wju=0].
2. e Equation caractéristique

On commence par résoudre :
X2 +2awoex + wi =0

& X +2wex+wi=0  (puisque x = 1)
2

~ (X+w0) =0

< X=—Wy

e Résolution générale
L’équation différentielle est en fait homogene et ’ensemble de ses solutions est donc :

{y . [0, 400l | Kl,KQER}

- R
t — (K1t+K2)eiw0t

e Conditions initiales
u est une solution de I'équation différentielle donc il existe Ky et Ko des réels tels que, pour tout t € [0, +ool,
U.(t) = (K1t+K2)€7wot.

De plus, u(0) =0 & Ky =0.
Par ailleurs, par les théorémes opératoires, u est dérivable sur [0, +ool et, pour tout t € [0, +oo[ :

du
—(t) = Kje  @ot — oKy te @wot,
dt() 1€ Wo Ky te

u E E
Ainsi, —(0) = — & K; = —
i, 5 (0 =1¢ L=5C

e Conclusion
E

Pour tout t € [0, +oo[, u(t) = C te wot




