Mathématiques BCPST 1

Interrogation 7 - Correction

Trigonométrie (2 points)

1
Résoudre dans R I’équation (E) : cos(x) = 3"

L’ensemble des solutions de (E) est : { g +2knt|keZ } U { — g +2knt|keZ }

Nombres complexes (2 points)

Résoudre dans C I’équation (E) : x2 +x+1=0.
On donnera les solutions sous forme exponentielle.

Pour cette équation, A =1—4 = —3.
L’équation a donc deux solutions complexes conjuguées :

_-1-wWB 1 VB

— - —1— = e'3

2 2 2

L’ensemble des solutions de (E) est : { el s el }

Statistique descriptive (2 points)

Ecrire une fonction Python moyenne qui prend en argument une liste de nombres L (supposée non vide) et qui renvoie
la moyenne des éléments de L.

1 | def moyenne(L):

2 s =0

3 for e in L

4 s + = e

5 return s / len(L)
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Mathématiques BCPST 1

Suites réelles usuelles (4 points)
On définit la suite (u,) par :

1
UO:Z

1 1
yneN, Un41 :§un+1
1. Pour tout € N, exprimer u,, en fonction de n.

n
2. Pour tout n € N, exprimer S;; = )_ uy en fonction de n.
k=0

1. e Point fixe

1 1 1
On résout d R:x=— - —X =
n resout dans X 2x+ 1 = 2x

e Suite auxiliaire

—_

On définit (vp) par : VYn e N, v, = u, —

==
N |
g

1
(vn) est alors géométrique de raison 3 et de premier terme vg =

e Terme général

1 71\
nen, =1 (1)
ne Vn 15
1 /1\n 1
w3
vn € Vi 15 +2
2. Soit n € N.
L 1 /1\k 1
= EhE)
" k;) 4\2 2
1“(1>k no]
_= —_—— - + —_
4k§0 2 k§02
1\n+1
L1 (3) 1
= —= X T +(n+1)><§
1_,
2
- -G
2 2 2
1 1\n+1 n+1
e s - (5)" 5
nec n 5 5 + 5
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Nombres réels, applications, fonctions réelles usuelles (3 points)

On définit la fonction f par :

fix—In(|x2—1])
ol x désigne un nombre réel.
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.

2. Démontrer que f est paire.

3. Justifier que f n’est pas injective.

1. Soit x € R.
f(x) existe < [x2—1|>0

& x2—-1#0
‘L’ensemble de définition de f est D = R\ {1, —1}

2. D est symétrique par rapport a 0.
Soit x € D.
f(—x) = In([(—x)*—1]) = In([x*—1]) = f(x)

3. Par parité de f, f(2) = f(—2).

Donc ‘ f n’est pas injective. ‘
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Matrices, systémes linéaires et géométrie (6 points)

Dans cet exercice, m désigne un parametre réel quelconque et on se place dans K = R.

—(5+m) 3
6 —(2+m

2. Dans cette question, on se place dans le cas oll Ay, est inversible. Déterminer A L.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que A, = ( )> soit inversible.

3. Dans cette question, on se place dans les cas ou A, n’est pas inversible.
—(54+m)x + 3y =0

6% - 24+4m)y = 0
(b) Interpréter géométriquement.

(a) Résoudre (Sy): {

1. Soit m € R.
det(Am) = G+m)(2+m)—18 = 10+7Tm+m?>—18 = m2+7m—38
Les racines de ce polynome sont 1 et —8.

‘Am est inversible si et seulement si m € R\ {1, 78}‘

) B 1 —(24m) -3
J— 1:7
2. [Sim e R\{l,—8} alors Ay m2+7m8( -6 —(5+m)>
3. () eSim=1
—6x + 3y = 0 _
(Sl) <~ { 6x . 39 -0 = y—2X

L’ensemble des solutions de (S1) est { (x,2x) | x € IR} .

e Sim=-8

3x + 3y = 0 _
(Sl)©{6x+6y =0 TX=7Y

L’ensemble des solutions de (S1) est { (x,—x) | x € [R} .

(b) ‘ Sim =1 et m = —8 alors les droites d’équations —(5 + m)x + 3y = 0 et 6x — (2 +m) = 0 sont confondues.
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Dérivées, primitives et intégrales (3 points)

/2
On pose [ = J; cos?(t) dt.
On admet que I est bien définie.
Calculer I en utilisant le changement de variable u = sin(t).

Le changement de variable est dérivable de dérivée continue.

e Bornes

tlu

010

711

. du N
e u=sin(t) donc T cos(t) c’est-a-dire du = cos(t) dt
e cos?(t) dt = cos?(t) cos(t) dt = (1 —sin?(t)) cos(t) dt = (1 —u?) du
D’ou : . 5,
_ 2 N O R

I_J;(l u)du—[u 3}0—1 3
Clest-a-dire : | I = ;

Equations différentielles linéaires (3 points)

Résoudre I’équation différentielle (E) : y’ —2y =5 sur R.

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

¢ Equation homogene

L’ensemble des solutions de (Eg) est :
Y : R - R , KeR
t = Ke?t

e Solution particuliere

5
La fonction constante égale a — 3 est solution de (E).

e Conclusion

L’ensemble des solutions de (E) est :

Y : R - R : KeR
t Kth—§
2
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Logique, raisonnements et ensembles (5 points)

On définit la suite (u,) par :

Uy = —
ulz—l

YneN, unje=Mm+Duny —(n+2)u,

Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u, = —1+n(n—1).

¢ Initialisation : pour n =0 et pour n =1

— pourn=0:—-14+00—-1)=—-1=1y
— pourn=1:—-1+1(1-1)=-1=wy
Donc la propriété est initialisée.

o Hérédité

On suppose qu’il existe n € N tel que up = —14+nn—1)etup 1 =—14+n+1)n

Le but est de montrer que :
Upio = —14+M+2)(n+2-1)

= —1+M+2)(n+1)
= n?+3n+1

Or:
Uni2 = (TL + 1)un+1 - (n + 2)un

= ) (-1+m+1n)—m+2(—1+nm-1)
= mM+1)M?+n+1)—M+2)(n?2—n—-1)
= n3—|—n2—n+n2+n—1—(n3—n2—n+2n2—2n—2)
= nd+2n?—1-n3-—n2+3n+2
= n?4+3n+1
C’est ce qu’on voulait.

e Conclusion

yneN, u, =—1+nn-+1)

(définition de la suite)

(hypothese de récurrence)
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