Mathématiques

BCPST 1

|Suites réelles|

Généralité
Exercice 1

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est
vraie ou fausse en justifiant.

1. Le produit de deux suites majorées est majoré.
2. Une suite non décroissante est croissante.

3. Une suite positive qui converge vers 0 est décroissante
a partir d’un certain rang.

4. La somme de deux suites divergentes est divergente.

5. Il existe une suite (u,) divergente telle que
n—+oo

6. Une suite divergente est non bornée.
7. Une suite non bornée est divergente.

8. Si (ugn) et (usn41) convergent, alors (uy,) converge.

Limites
Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, calculer, si elle existe, la
limite de (un).
% —2n+1
né+2nt4+9°
2. Pourtout neN, up =vn2+n—+1—vn2+1.

1. Pour tout n € N, u,, =

1 1
3. Pour tout n € N*, u, = —sin (—) .
n n
1
4. Pour tout n € N*, u,, = (—1)™ + o
Exercice 3

On définit la suite (u,) par :

= 1
N =y
e, u kglk(k+1)(k+2)

1. Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que, pour

toutkeN*';—g+L+ <
"k(k+1)(k+2) k k41 k+2°

2. La suite (u,) admet-elle une limite ? Si oui, laquelle ?

Exercice 4

Etudier la convergence de la suite (S;,) définie par :

n n2
YneN*, S, = k; g
Exercice 5
On définit la suite (u,) par :
W |
vyne N, u, = kgl Pk

La suite (u,,) admet-elle une limite ? Si oui, laquelle ?

Exercice 6

Pour tout n € N*, on pose :

1. Etablir que (H,,) est monotone.

2. Montrer que, pour tout n € N*, Hy,, — H,, 2>

N =

3. En déduire que lim Hy =+oo .
n—+oo

Exercice 7

Soit x € [0, 1[ fixé.
On définit la suite (w,) par :

n Xk
V‘rl c D\‘ 3 Un = Z F
k=0
1. Montrer que la suite (u,) converge.

2. Comment peut-on utiliser Python pour obtenir une

valeur approchée de lim u,?
n—-+oo

Exercice 8

On définit la suite (u,) par :

n (_kal
YneN, u, = Z e
k=1
La suite (u,) admet-elle une limite ?
Indication : on pourra considérer les suites extraites

(u2n) et (u-2n+1) .

Exercice 9
On définit les suites (u,) et (v,,) par :

LU |
nelN*, up = Y —
K=o k!
LU 1

YneN*, v, = =+ —
TSk nnd

1. Montrer que les suites (u,) et (vn) convergent vers la
méme limite.

2. A l’aide de Python, illustrer graphiquement le résultat
précédent.
Exercice 10

On considere les suites (un) et (v) définies par ug = 0,
vg = 2 et, pour tout n € N :

3un +vn Upn + 3vn
Uny1 = ——F—— €t vy = ———
4 4
Montrer que ces deux suites sont adjacentes et

déterminer leur limite commune.
Indication : on pourra considérer les suites (U, — vy ) et
(Un +vn).
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Suites récurrentes

Exercice 11

On définit la suite (u,,) définie par :

LLOZZ
1
VneN, un+1:§<1+ui)

1
L. On définit £:x = - (1 +x2) ot x désigne un réel.

Etudier la fonction f et donner lallure de sa
représentation graphique. On fera apparaitre sur le
dessin la droite d’équation y = x.

2. Démontrer que, pour tout n € N, 1 < u,.
3. Etudier la monotonie de la suite (wn).

4. La suite (un) admet-elle une limite ? Si oui, laquelle ?

Exercice 12
1
Dans 'exercice précédent, on prend cette fois-ci ug = 3

1. Démontrer que, pour tout n € N, 0 < u,y < 1.
2. Etudier la monotonie de la suite (un).

3. La suite (u,) admet-elle une limite ? Si oui, laquelle 7

Exercice 13

Etudier la suite (u,,) définie par :

Uy = 0
VTL 6 N 5 un+1 = m
On pourra commencer par démontrer que, pour tout
neN, "u, existe et 0 < un <27
Exercice 14

Etudier la suite (u,,) définie par :

uo:1
1
YneN, upiyi =un + —
mn

On pourra commencer par démontrer que, pour tout
neN, "u, eriste et 1 <un”.
Exercice 15

Etudier la suite (u,,) définie par :

Ug = 1
nelN, upyp =1—e ¥n
On pourra commencer par démontrer que, pour tout
neN, 0 uy,.
Exercice 16

Etudier la suite (u,,) définie par :

UO:§

1
VneN, Unyt = —
Un

Comparaisons asymptotiques

Exercice 17

Déterminer une équivalent simple puis la limite des suites
de terme général :

1. up =n?—n

2. Up=vnZ4+n+1-—n

n+1)

3. wn =sin ()
n

4. u, =n?ln (1+e‘“)
1
5. Un :1n<cos(f))
n
Exercice 18

1
lim nln ( &)

Déterminer
n—-+oo n—1

Exercice 19

1\n
lim (1+—) .
n—-+oo n

\m
2. Déterminer lim (1 — —) .
n—-+oo n

1. Déterminer

3. Soit x € R fixé.

X n
Déterminer lim (1 + —) .
n—-+oo n

Exercice 20

Pour tout n € N*, on pose :

n n

un:(Z%)—Z\/ﬁ et vn:(Z%)—%/m

k=1 k=1
1. Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes.
1

n
2. En déduire un équivalent de >_
k=1

=

Exercice 21

Pour tout n > 2, on pose :
T T
an = 2" sin (27) et b, =2"tan (2—n>
1. (a) Soit x € R.
Rappeler la formule de duplication du sinus.

(b) Soit x € R tel que tan(x) existe et tan(2x)

existent.
2tan(x
Démontrer que tan(2x) = Wnng()x) .
2. (a) Montrer que les suites (an) et (bn) sont adja-

centes.

(b) Déterminer la valeur de leur limite commune.



