Mathématiques

BCPST 1

| Limites et continuité]

Limites
Exercice 1

Déterminer les limites suivantes :

o324+ 2x—1

1. lim —
x——1 x2—1

I 4+2x—1

2. lim XTAa2x—1
X——00 x+1

x3 —3x2+5x—3

3. il—>nll At +x2+x—6
. 1 2
4. i1—>ml(1—x2 N 1—x4)

Exercice 2

Déterminer les limites suivantes :

e *—1
1. lim —
x—0 X

. e *—1
2. lim
X—+00 X

3. qim X2
x—0 1 —eX

xIn(e® —x)

4. lim
x2+1

X—+00

Exercice 3

Déterminer les limites suivantes :
sin( xIn(x) )

1. lim
x—0* X
In(1+2
2. lim m
x—0+ xIn(x)

(1—e*)(1—cos(x))

3 ilg%) 3x3 + 2x4
1/x2

4. lim (cos(x))

x—0
5. XEIEOO\/X(X—i—a) —xavec a €]0, +oo|

2

6. lim

x—0 X

Exercice 4

1. Démontrer que cos n’a pas de limite en +oo.
2. On définit f par :

f : R = R
1
x»—)cos(f)
X

(a) Démontrer que f n’admet pas de limite en 0.
(b) Etudier les éventuelles limites de f en 400 et en
—00.

(c) Tracer lallure de la courbe de f.

3. On définit g par :

g : R* = R

*con ()
x = x“cos|—
X

Démontrer que g admet une limite en 0 et
déterminer cette limite.
Etudier les éventuelles limites de g en 400 et en
—00.
Déterminer un équivalent simple de g en 400 et
en —oo.
Tracer ’allure de la courbe de g.

Interprétation graphique

Exercice 5

On définit la fonction f par :

f : R\{2} —» R

x2—x—5
x—2

1. Etudier les variations de f sur son ensemble de
définition.

X

2. Déterminer I’éventuelle limite de f en 2.
3. Etude au voisinage de +o0.
(a) Déterminer lim f(x).

X—+00
(b) Démontrer qu’il existe un réel a que l'on
. . flx
déterminera tel que lim Q =a
x—+oco X
(c) Déterminer lim f(x)— ax.
X—+00

4. Etude au voisinage de —oo.
Reprendre la question 3 au voisinage de —oo.

5. Tracer I’allure de la représentation graphique de f en
faisant figurer les résultats des questions 2, 3 et 4.

Exercice 6

On définit la fonction f par :

f : R - R
X x2+x+1
1. Justifier que f est bien définie.
2. Etudier les variations de f sur son ensemble de
définition.
Bonus : répondre a cette question sans dériver.
3. Etude au voisinage de +o00.

(a) Déterminer lim f(x).
X—+00

(b) Démontrer qu’il existe un réel a que lon
o f(x)

lim —=a

X—+o0o0 X

(¢) Déterminer lim f(x)— ax.
X—+00

déterminera tel que

4. Etude au voisinage de —oo.
Reprendre la question 3 au voisinage de —oo.

5. Tracer ’allure de la représentation graphique de f en
faisant figurer les résultats des questions 3 et 4.
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Comparaisons asymptotiques

Exercice 7
Déterminer un équivalent simple de :
1. VX2 4+x—xen 400

x2 41
X+ 2

g VX
SV VA

en +oo

en +oo

Exercice 8

Déterminer un équivalent simple de :

1. In(14+x2 —3x) — 21In(x) en 400

2. In(1+x+x%x?)en0

(x2+2

X
x2—1) — 1 en +o0

W=

-

(x3+x) —x en +00

Exercice 9

Soit f une fonction telle qu’au voisinage de +o0 on ait :

1
x2+;<f(x)§x2+x

Déterminer un équivalent de f en 4oc0.

Exercice 10
Soit P un polynéme réel non nul.

1. Démontrer que, au voisinage de 0, P est équivalent a
son mondéme de plus petit degré.

2. Démontrer que, au voisinage de 400, P est équivalent
a son monome de plus haut degré.
Exercice 11

Soit f une fonction définie sur R, qui ne s’annule pas sur
R et telle qu’il existe n € N* tel que f(x) ~ x™.
x

—+00
Montrer que f(x) = ° (x™1).
X—-+00

Exercice 12

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
o et B pour que x* = o (xP).

x—0
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
o et p pour quex*= o (xP).

xX—+00
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Continuité
Exercice 13

On définit la fonction f par :

f : ]1—-1,400[ — R
In(1+ x)
——" Gix#£0
X — vVi+x—1
2 six=0

f est-elle continue sur son ensemble de définition ?

Exercice 14

On définit la fonction f par :

f : R - R

X = [ x]|—x—|x]

1. Justifier que f est correctement définie.

2. Etudier la continuité de f.

Prolongement par continuité

Exercice 15
Soit f la fonction définie par :
f : R*

1
X arctan(f)
X

— R

1. Justifier que f est continue sur R*.

2. f est-elle prolongeable par continuité en 07

Exercice 16

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son en-
semble de définition D, étudier la continuité de f sur D et
déterminer si on peut prolonger f par continuité la ou elle
n’est pas définie.

1. f:x»—)x(2+sin(%))

2. fix s el/x
2

3. xS I

x2 —[x]|

Théorémes de continuité

et théoreme de la bijection

Exercice 17

Montrer qu’une application continue, périodique et
définie sur R est bornée et atteint ses bornes.
Exercice 18

Démontrer que tout polynéme réel de degré impair ad-
met au moins une racine réelle.

Exercice 19

Soient P : x — x5 —3x—2et f: x — x2*—1 (ol x désigne
un réel).

1. Justifier que f est définie sur R.

2. (a) Montrer que P a au moins une racine dans [1, 2].

(b) A Taide de Python, déterminer une valeur ap-
prochée de cette racine.

3. Montrer que ’équation f(x) = 0 a au moins une solu-
tion dans [0, 1].

4. Montrer que ’équation P(x) =
solution dans ]0, 2.

f(x) a au moins une

Exercice 20
Soit f: [a,b] — [a,b] continue (a,b € R, a < b).
Un point fize de f est un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) = c.

1. En étudiant la fonction g : x — f(x) — x, montrer que
f admet au moins un point fixe.

2. Montrer que si f est de plus décroissante, alors le point
fixe est unique.

3. (a) En déduire que 'équation x + sin(x) = 1 admet
T
une unique solution dans {0, 5 }

(b) A T'aide de Python, obtenir une valeur approchée
de cette solution.
Exercice 21

On définit la fonction f par :

X

fix—
ex+1

A T’aide de Python, afficher la courbe de f.
Déterminer le domaine de définition D de f.

Montrer que f est continue sur D.

Ll

Démontrer que f est une bijection de D sur un en-
semble a préciser.

5. Montrer que f~! est continue.

6. Déterminer une expression de 1.

Exercice 22

On définit la fonction cosinus hyperbolique pour tout
x € R par :

e te™
2

On définit la fonction sinus hyperbolique pour tout x € R
par :

ch(x)

eX — =X
2
1. Etudier la parité de ces fonctions.

sh(x) =

2. Soient x et y des réels. Simplifier :
(a) sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)
(b) ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)
(c) ch?(x) — sh?(x)
3. Montrer que sh est bijective de R sur un intervalle que
I’on déterminera.
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Suites définies implicitement

Exercice 23

Pour tout n € N, on définit le polynome réel P, par :

Ppix—xP+nx—1
1. Montrer que, pour tout n € N, P, admet une unique
racine réelle que I'on notera u,,.
2. Montrer que, pour tout n € N, u,, > 0.

3. Montrer que, pour tout n € N, Pr1(un) > 0 et en
déduire que la suite (u,,) est décroissante.

4. Montrer que (u,,) converge vers 0.

On pourra procéder par l'absurde pour déterminer la
valeur de la limite.

5. Déterminer un équivalent simple de u,,.

Exercice 24

Pour tout n € N*, on pose

fn : [0,1] — R
x = X"+ 4+x—1
1. Démontrer que, pour tout n € N*, il existe un unique
1
réel x, € {0, 5} tel que fn(xn) =0.
2. Montrer que, pour tout n € N*, on a fi,1(xn) < 0.

3. En déduire que (xn) est croissante, puis qu’elle
converge.

4. Calculer la limite de la suite ((x)™) et en déduire celle
de (xn).

Bonus

Exercice 25

On définit la fonction f par :

In(1 + [x])
X

f @ x =

Déterminer ’ensemble de définition D de f.
Etudier les variations de f sur D.
f admet-elle une limite en 07

Etudier la limite de f en —oco et en +oo.

AR i

Tracer lallure de la représentation graphique de f. On
fera figurer les éventuelles asymptotes.

Exercice 26

On définit la fonction f par :

f : R - R
X > e%sin(x)
1. Etudier la limite de f en —oco et en +oo.

2. Donner (sans justifier) I’allure de la représentation gra-
phique de f.

Exercice 27

Déterminer les limites suivantes :

1
1. lim 51n(1+x2)—ln(x)

X——+00

2

X
2. llm ——
x=0 /1 +x2—1
X _
3. lim © 1
x—0+ X
4. i X X
im —
x>t /X +1 /x+2
5 sin(3x)



