Mathématiques et informatique BCPST 1

Exercice 4

1. On définit la fonction f par : pour tout x €] — 1, oo [, f(x) =In(1 +x) —x .

f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour tout x €] — 1, +oo [, f'(x) = L _ R—
1+x 14x
X —1 0 +o00
—x + O —
14+x + +
/(%) + 0 —

Ceci prouve que, pour tout x €] — 1, +oo [, f(x) < 0, c’est-a-dire : | pour tout x €] —1, +oo [, In(1 +x) < x| )
1
o
1
Tout d’abord : 1 < k donc X €]—1, +oo[ et on peut utiliser la question 1. On obtient :

2. (a) Soit k € N*. On pose x =

k k k

1 1 k+1 1 1

In (1 + —) < - donc ln( 1_ ) < ” donc In(k+1) —In(k) < -
1

Pour tout k € N*, In(k+ 1) —In(k) < T

(b) Soit n € N* .

&=

D’apres la question précédente, pour tout k € [1,n], on a : In(k+ 1) —In(k) <

n
D’oti, par somme, (1n(k—|— 1) — ln(k)) <vn
k=1
En reconnaissant une somme télescopique, on obtient : In(n+ 1) < v,

|P0ur tout n e N* . In(n+1) < v, |

(¢) Par comparaison, | lim v, = +o0

n—-+oo
1
3. (a) Soit k un entier supérieur ou égal a 2. On pose x = — T
1.1 1 1
Tout d’abord : 2 < k donc 5 > m et — 5 < — X : on peut utiliser la question 1. On obtient :
1 1 k—1 1 1 1
In (1— E) < % donc ln( . ) <— X donc In(k—1)—In(k) < X donc In(k)—In(k—1) > X
1
Pour tout k € N avec k > 2, X <ln(k)—In(k—1) .
(b) Soit n € N*.
1
D’apres la question précédente, pour tout k € [2,n], on a : X <In(k) —In(k —1)
n
D’oti, par somme : vy < 1+ > (ln(k) —In(k — 1))
k=2
En reconnaissant une somme télescopique, on obtient : v, < 1+ In(n)
|Pour tout n € N* , v, <lIn(n)+1 |
(¢) Soit n € N\{0,1} .
D’apres les questions 2b et 3b, on obtient : In(n + 1) < v, <In(n) +1
1 1 1
Dou : nl(]:(:) ) < II:)(T':I) <1+ m (on peut diviser car n # 1)
1
op . D +1) _ In (n(l + n)) _b+m(+3) oW+
In(n) In(n) In(n) In(n) n-o+o
Et:1+4+

T M) noree

v
Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que —— — 1, ce qui se traduit par:|v, ~ In(n)
In(n) n—+o N too
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4.

(a) e Monotonie de (an)

Soit n € N*,
1
Anil — 0n =Vny1 —Inm+1) —v, +1In(n) = I In(n+1) +In(n)
1
Or, d’apres la question 3a appliquée & k =n + 1, on sait que : —— < In(n+1) —In(n) .

n+1
Ceci se traduit par : a1 — an, <0, ce qui prouve que | (an) est décroissante| .

e Monotonie de (by,)

Soit n € N, n supérieur ou égal a 2.

1
b1 —bn=vp—In(n+1)—v, 1 +Inn) = — In(n+1) +1In(n)

Or, d’apres la question 2a appliquée a k = n, on sait que : In(n+ 1) —In(n) <

3|~

Ceci se traduit par : b1 — by = 0, ce qui prouve que | (bn) est croissante| .

e Différence
Soit n € N, n supérieur ou égal a 2.

— 0

1
an—bn=v,—Inn)—vn_1 +Inn) = —
n n—-+oo

Ces trois points prouvent que | les suites (a,) et (by) sont adjacentes| .

(b) Par le théoreme des suites adjacentes, (an) et (by) convergent vers un méme réel.

En s’intéressant uniquement a la suite (a ), cela se traduit par : |1a suite (v — In(n))nen+ converge | .
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Exercice 5

1. Tout d’abord, f est définie sur D = R*.
Par les théoremes opératoires, f est dérivable sur D. Soit x € D.

1 21
fil)=1—— = =
X X
On donne donc les variations de f dans un tableau :

X —00 —1 0 1 +00
/(x) + 0 - - 0 +
e
f \
2
2. e Initialisation : pour n =0

Uug existe (donné par I’énoncé) et up =1>1
e Hérédité : on suppose qu’il existe un n € N* tel que u, existe et u, > 1.
Dans ce cas, u, # 0 donc wu, appartient a 'ensemble de définition de f donc w,41 existe.
De plus: 1 <u, = f(1) < f(un) car f est croissante sur [1,+oof .
Clest-a-dire : 2 < upyq et donc 1 <unq .

e Conclusion : |Pour tout n € N, u,, existeet 1 <u, . |

3. On démontre par récurrence que : pour tout n € N, u,, < un41 -

e Initialisation : pour n =0
up=1et uy =f(ug) =f(1) =2 donc ug < Wy
o Hérédité
On suppose qu’il existe n € N tel que U, < Upq -
Dans ce cas, f(un) < f(uny1) car f est croissante sur [1,+oo[ et U, et w1 appartiennent a cet intervalle.
C’est-a-dire : Uny1 < Unao -
C’est ce qu’on voulait.
e Conclusion

| (un) est croissante. |

4. Par le théoreme de limite monotone, on en déduit que | (un) a une limite | .

De plus, comme () est croissante, cette limite est soit un réel soit +oo .
On suppose que cette limite est un réel L. Dans ce cas, en passant a la limite dans la formule de récurrence qui

1 1
définit (un), on obtient : L =L + I s 0= I Ceci est impossible, donc (u,,) ne peut pas converger.

Donc| lim u, =+
n—-+oo




