Mathématiques et informatique BCPST 1

DS n°4 - Partie 2 - Maths - Correction

Exercice 1

1. Pour construire une grille, il suffit de choisir les emplacements des cases noires.
Les cases noires ne sont pas distinguables ; il faut les choisir simultanément.
Et il y a 6 x 7 =42 cases en tout.

Iy a (f7) telles grilles différentes.

2. (a) C’est le méme raisonnement que dans la question précédente, mais en excluant les 4 coins de ’ensemble des

cases ol on peut placer des cases noires.

Ilya (i’ﬁ) grille n’ayant aucune case noire dans un coin.

(b) On distingue les cas.

e Grilles avec aucune case noire dans des coins
D’apres la question 2a, il y a (:1”(8)) telles grilles.

e Grilles avec exactement une case noire dans un coin
Pour construire une telle grille :

— On choisit le coin dans lequel il y a une case noire : il y a 4 possibilités.
— On choisit simultanément les emplacements des 9 cases noires restantes, ailleurs que dans des coins : il
v a (398) fagons de le faire.

e Grilles avec exactement deux cases noires dans des coins
Pour construire une telle grille :

— On choisit les coins qui sont occupés par des cases noires : il y a (;1) fagons de le faire.

— On choisit simultanément les emplacements des 8 cases noires restantes, ailleurs que dans des coins : il
ya (388) fagons de le faire.

Ilya (?3) +4 x (398) + (‘21) X (388) grilles avec au plus deux cases noires dans des coins.

(¢) On raisonne & partir du contraire ; on dénombre les grilles qui n’ont aucune case noire dans la premiere ligne.

Le raisonnement est le méme qu’a la question 1, mais avec seulement 35 cases autorisées (toutes sauf celles de
o . 35 . ., . . .
la premiere ligne). Il y a donc (10) grilles qui n’ont aucune case noire dans la premiere ligne.

42 35 . . . . . .
Ilya (10) — (10) grilles qui ont au moins une case noire dans la premiere ligne.

(d) On distingue les cas.

e Grille n’ayant pas de case noire a I'intersection de la derniére ligne et de la premiere colonne
Pour construire une telle grille :

— On choisit une case dans la derniére ligne (mais pas dans la premiere colonne) : il y a 6 possibilités.
— On choisit une case dans la premiére colonne (mais pas dans la derniere ligne) : il y a 5 possibilités.

— On place simultanément les 8 cases noires restantes dans les 6 x 5 = 30 cases encore autorisées : il y a
(380) fagons de le faire.

e Grille ayant une case noire dans la derniere ligne de la premiere colonne
Pour construire une telle grille :

— On place une case noire dans la derniere ligne de la premiere colonne : il n’y a pas de choix.
— On place les 9 cases noires restantes dans les 30 cases encore autorisées : il y a (390) fagons de le faire.

Iya6x5x (%) + (%) grilles ayant une seule case noire dans la derniere ligne et une seul case noire dans la
premiere colonne.

3. On choisit 'une de ces grilles.

Il reste donc 32 cases libres. Chacune peut étre remplie par 'une des 26 lettres de ’alphabet.
Pour remplir ces cases, il y a un ordre et les répétitions sont possibles.

Il y a 2632 facons de remplir 'une de ces grilles.
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Exercice 2

1. Soit n € N.
La fonction x — x™e! ™ est continue sur [0, 1], donc l'intégrale I, existe.

‘Pour tout n € N, [, existe. ‘

1 1 1
01 o x0el™dx = 1 x J:) el™dx = [— elf"} = —el el

0
Ainsi, .

1 1
I, = —‘f xlel=™ dx = J‘ xel™ dx
1! Jo 0

2. Iy =

On pose :
u/(x) = el u(x) = —el=x
vix) = x viix) = 1

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0, 1] de dérivées continues.
Donc la formule d’intégration par parties s’applique.

I, = {—xelf"TjLJ‘lel*"dx = —1+[—e1*"}1 = —1—1+4e
o Jo 0
3. Soit n € N.
On pose :
u/(x) = el u(x) = —el™x
{ v(ix) = xntl vi(x) = (n+1)x"

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0, 1] de dérivées continues.
Donc la formule d’intégration par parties s’applique.

1 1 J"l
- - 4+l S1—x n ,1—x
| (n—i—l)!({ x"tle ]O+(n+1) , X' dx)
1
1
= _———— I'ﬂ.
CE
1
anN, In+1f1n—m.

4. On procede par récurrence.
e Initialisation : pour n =0
D’une part, I[p = e — 1 (question 2)
, 0 1 1
D’autre part, e — o= e— o =e—1
K=o k! 0!
Donc la propriété est vraie au rang 0.
o Hérédité

LU |
On suppose qu’il existe 1 € N tel que I, =e— > —. On calcule alors :

k:()k!.
1 .
In+1 = In — m (questlon 3)
nol 1
— e~y —— _——__ (HR
2 i HR
n+1 1
= e — —_—
kgok!

e Conclusion

no1
Pour toutneN, I, =e— ) — .
K=o k!
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Exercice 3

Partie A
1. On sait que d passe par A et est dirigée par U. Donc :
Une représentation paramétrique de d est :
x =1 — 2t , teR
Yy = t
z =1 + t
2. Par les théoremes opératoires, f est dérivable sur R.
Soit t € R; f/(t) = 12t + 2. D’ou le tableau :
t —00 - é +00

/(1)
f \ () /

Ce tableau prouve que ‘ f admet un minimum ‘

o \

De plus, la valeur de ce minimum est :

f( 1)—6><i 2><1—i-1—1 2+1_ 14—1—?
6 36 6 6 6 6 6
La valeur de ce minimum est oc:%.

3. Soit N(xn,yn,zn) € d.
D’apres la question 1, il existe ty € R tel que : xn =1 —2tn, yn =tn et zn =1+ tn
On calcule alors :
NAN12 2 2 2
IMNI? = (xn—1)2+ (yn+1)%+ (zn — 1)

= (I—-2tn—12+(tn+ 12+ (1+tn—1)?
= AtF + ] +2tn + 1+ tF

= f(tn)
C’est ce qu’on voulait.

——
Pour tout N € d, il existe tn € R tel que f(tn) = [[MN]|?

4. Soit N € d et tyn le réel associé par la question 3.
. : . 5 : =2 5
On sait que la fonction f admet pour minimum 6 (question 2), donc : [[MN]]* = f(tn) = 6

Tous les membres sont positifs, on peut passer & la racine dans 'inégalité et on obtient : [[MN]| > /& .

5
Pour tout N € d, HWII > =

1
5. On pose ty = — 5

4 1 5
Le point de la droite d associée a tyq est H 1—2ty, ty, 1+ tH) c’est-a-dire H<3 — = 7) .

Pour ce point H, on a : HMHH VEf(th) \/—7 \/7 NCS

Il existe H € d tel que HMHII =x.

Par définition, A({M}, d) est la borne inférieure de I’ensemble des distances MN (avec N € d).
D’apres la question 4, cet ensemble est minoré par /o .

D’apres le début de la question 5, v/ appartient & cet ensemble.
Ces deux points prouvent que 1/« est en fait le minimum de cet ensemble; c’est donc aussi sa borne inférieure.

Ceci prouve que |A({M},d) = \/g .
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Partie B
1. P admet une équation de la forme ax +by+cz+d =0 ou a, b, c,d sont des réels a déterminer.
1 2 a
P est dirigé par les vecteurs U=[-1]etV=/[1]etadmet @ = |b]| comme vecteur normal.
—1 —1 c
Pour déterminer a, b, c, on résout :
T.U = 0
.V = 0
o a — b — c¢c =0
2 + b — ¢ =0
P A b —c¢c =0
a + 2b = 0 L2 — Ll
el & = a- b = —-3b
a = —2b

Ainsi, en prenant b =1, on obtient a = —2 et ¢ = —3 et P a pour équation —2x +y —3z+d = 0.
Pour déterminer d, on utilise le fait queA(1,0,2) € P :

—2x14+40—-3x24+d=0 & d=8

‘ P a pour équation cartésienne —2x +y —3z+8 =0 . ‘

2. Soit H(x,y,z) un point de I'espace. La question revient & résoudre (en conservant les notations de la question 1) :

Hep
MIT. U = 0
MH.V = 0
-2x + y — 3z = -8
& x -y — z = =3
2x +y — z = 1
-2x + y — 3z = -8
& -y — 5z = —14 (L;+2Ly)
2y — 4z = -7 (Li+Ls)
-2x + y - 3z = =8
=4 -y — 5z = -—14
x = 1 (y —3z+8) =1
= = —hz+14 3
z = 2

2

— 3 5
Il existe un unique point H de P tel que MH soit orthogonal a P et c’est H(l )30 5) .

3. Soit N € P.
D’une part, le point M n’appartient pas a P (ces coordonnées ne vérifient pas I’équation de la question 1).

o o —
De plus, MH est orthogonal a P, donc MH est en particulier orthogonal a HN.
Ainsi, le triangle HMN est rectangle en H; le théoreme de Pythagore s’applique. C’est ce qu’on voulait.
- — —
Pour tout N € P, |[MN|? = [|[MH]|? + |[HN|? .

4. Par définition, A({M}, P) est la borne inférieur de ’ensemble des distances MN (avec N € P).

Soit N € P.
— — — —
D’apres la question 3, [[MNI]|? > [[MH||? et donc (tous les membres sont positifs) |[MN|| > |[MH]| .

. . 7 . 7’ H
L’ensemble qui nous intéresse est donc minoré par ||[MH]||.

e
De plus, ||[MH]|| appartient & I’ensemble qui nous intéresse.

Ceci prouve que ||[MH]|| est en fait le minimum de cet ensemble ; ¢’est donc aussi sa borne inférieure.

3 2 5 2 V14
Enfin, on calcule : IIWII = \/12 + (f — 2) + ( 1) =

2
s =28

2

2
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Partie C

1. (a) dy passe par A(2,1,2) et est dirigée par ﬁ =11

1
d; a pour représentation paramétrique :
x =2 4+ t , teR
y = 1 + t
z = 2 4+ t
(b) On transforme :
x + 2y + z = -1
x —y — z = 1
el X + 2y + z = -1
2x + y = 0 L2+L1
{z = —1-x—2y = —1+3x
<
y = —2x
X = t , teR
Sq Yy = — 2t
z = —1 + 3t
d; a pour représentation paramétrique :
X = t , teR
y = — 2t
z = —1 + 3t
a
2. Onnote W = | b | un vecteur quelconque de I’espace.
c
1 1
On note par ailleursf{ = | 1| un vecteur directeur de d; etlTQ> = | —2 | un vecteur directeur de ds .
1 3
On résout :
T = 0
T = 0
el @ + b + ¢ =0
a — 2b + 3c =0
a + b 4+ ¢ =0
<~
— 3b + 2¢ = 0 Lo—1L4
5
a = —32c
= 98
{ b 3¢
-5
On constate que | le vecteur T = 2 | est un vecteur non nul orthogonal a d; et a ds .
3

3. Soit H € dy et K € ds.
D’apres la question 1, il existe t ERet TER tels que H(2+t,1+t,2+t) et K(T, —2T, —14+3T) .

— —
Comme T est non nul, HK et T sont colinéaires si et seulement si il existe A € R tel que HK = AT
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On résout donc :

{ AK = AT
T —2—t = —-5A
& 2T —-1—t = 2A
—1+3T —2—t = 3\
T — t 4+ BN = 2
= 2T — t — 22 =1
3T — t — 32 = 3
T — t + B5A = 2
2T 8 = 1 L3,
T — t + BN = 2
& 3T + A = 1
38\ = —1 2L,—3L3
t = —33
%9
e T = 2
}\ =

S

BCPST 1

—
Il existe un unique point H € d; et un unique point K € dy tels que HK soit colinéaire a 7. Ce sont :

(5-mw) ¢ NEoEE)

A(dq, d2) est la borne inférieure de I’ensemble des distances entre un point de d; et un point de ds.

—
Or, la norme ||HK]| appartient & I’ensemble de ces distances.

_>
Donc | [[HK]| > A(d4, d2)

. Soient M € d; et N € dy. On calcule :
—

W = i\A/U?H—W( KN (relation de Chasles)
don [[MN|2 = |[MH + HK + KNJ12
& MNP = [IMH+ KN+ HE?
& MNP = (MF RN+ FK) . (MH + KN + FK)
& IMN|E = ||Wl+m||2+uﬁ<u2+z(m—ﬁ+1<N).m

Or: HK est orthogonal a MH et a KN. Donc le produit scalaire précédent vaut 0.
— — —
D’ou : | Pour tout M € d; et N € da, [MN/]? = |[MH + KN|2 + [[HK]? .

. Par des arguments similaires a ceux de la question B4, on en déduit que A(d;, d2) est en fait la longueur HK.
— 15  10\2 30  28\2 7 10\2 25+4+9 38
on = (- )T+ (- B+ ) (- ) - -
T [IHK] \/38 33) T\t

38 38 38 38
V38
A(d17d2):§
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Exercice 4

1. f est solution de (E;) donc pour tout x € R, f/(x) = x% — f(—x).
Or, f est dérivable sur R (solution d’une équation différentielle).
Donc, par les théorémes opératoires, f’ est dérivable sur R.

C’est-a-dire : ‘ f est deux fois dérivable sur R‘ .

Soit x € R.
f’(x) =2x— (—1)f'(—x)
=2x + f'(—x)
=2x + (—x)? — f(x) (car f est solution de (E;))
=2x +x% — f(x)

f est solution de (Ez) : Vx € R, f”(x) + f(x) = 2x +x2 .

2. e Equation caractéristique

On résout x2+1 =0 : les solutions sont i et —i .
e Equation homogene

L’ensemble des solutions de 1’équation homogene est :

{YZR—)R ,Kl,KQER}

x =  Kjcos(x)+ Ko sin(x)

e Solution particuliere

On note Yo : x — ax? + bx + ¢ ol a, b, ¢ sont des réels & déterminer.
Yo est solution de ’équation
& YxeR, yJ(x) +yolx) =x +2x
& YxeR, 2a+ax?+bx+c =x2+2x

a =1
& b = 2
c+2a = 0

(par identification)

Ainsi, la fonction yg : x = x? + 2x — 2 est une solution particuliere de I’équation.

e Conclusion

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle est :

Y : R - R
x = Kjcos(x)+ Kysin(x) +x% 4+ 2x — 2

, Ki,KeeR }

3. f est solution de (Eq) donc f est solution de (Es) donc il existe Ky et Ko des réels tels que, pour tout x € R :

f(x) = Ky cos(x) + Ko sin(x) +x2 +2x — 2 .

Par les théoremes opératoires, f est dérivable sur R.
Soit x e R .

f/(x) = —Kj sin(x) + Ks cos(x) + 2x + 2

D’o, en injectant dans (Eq) :

vx € R, —Kjsin(x) + Ky cos(x) + 2x + 2 4+ K; cos(—x) + Ko sin(—x) + (—x)? — 2x — 2 = x2

& YxeR, (K1 + Kg) cos(x) + (— Ky — Kg) sin(x) =0

& YxeR, (K1 + Kg) (cos(x) + sin(x)) =0

Or, le seul moyen pour que ’égalité précédente soit vraie pour tout x € R est d’avoir K; = —K5 .

En notant A = Ky, on obtient :

Il existe A € R tel que f soit de la forme f: x — A(cos(x) — sin(x)) +x24+2x—2.




