Mathématiques BCPST 1

Applications linéaires et matrices

Exercice 1 (Correction partielle)

1. On considere les vecteurs u = (1,1) et v = (1,0).
Si f est linéaire, alors f(u+v) = f(u) + f(v).
Or: f(u) =(2,1) et f(v) = (1,0) donc f(u) + f(v) = (3,1)
Et : u+v=(2,1) donc f(u+v) = (3,2) # f(u) + f(v).

Ceci prouve que ‘ f n’est pas une application linéaire. ‘

2. Tout d’abord, f va de R? dans R? donc f est bien une application entre deux espaces vectoriels.
Soient donc u et v deux vecteurs de R? et A et pu deux réels.
On écrit uw = (x,y) et v=(x',y’). On a alors Au+ pv = (Ax + pux’, Ay + ny’).
On calcule :
fAL+ ) :f<(?\x+ux’7 Ay + uy’))

=( (M +ux)+Ay+uy'), 0)
=(Alx+y)+uly+y’), 0)
=(Alx+y),0) + (uly+y’),0)
=Ax+y,0) + puly+y’,0)

= Af(u) + uf(v)

Ceci prouve que ‘ f est une application linéaire ‘

3. ‘f est une application linéaire‘

4. ‘f n’est pas une application linéaire‘
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Exercice 2 (Correction compléte)
1. Tout d’abord, f va de R? dans R?, qui sont des espaces vectoriels.

e Méthode 1 : avec la définition
Soient u et v deux vecteurs de R? et A et u deux réels.
On éerit u = (x,y,z) et v = (x',y’,2’). On a alors Au+ pv = (Ax + ux’, Ay + wy’, Az + puz’).
On calcule :
fAu+pv) = f((?\x+ ux’, Ay +uy’, Az + uz’))

=((MWx+wux)— Ay +wy’) +4Az+uz') , 3Ax+pux’) — (Az+ uz’))
=(AMx—y+4z)+ux —y ' +4z'), ABx—2z) +pn(3x"' —2'))
=(AMx—y+4z), ABx—2z)) + (nx'—y' +4z’), nu(3x' —z2'))
=ANx—y+4z,3x—z) + pu(x'—y’'+4z', 3x'—2z2')

= Af(u) + puf(v)
e Méthode 2 : avec la caractérisation

Les coordonnées d’une image sont obtenues par combinaison linéaire des coordonnées de I'antécédent.

Ceci prouve que ‘ f est une application linéaire |

2. Soit u = (x,y,z) € R3.
u € Ker(f)

< f(x,y,2) = (0,0)

< (x—y+4z,3x—z) =(0,0)

@x—y-i—élz:o
3x -z =0
X = X

Sy = 13x
z = 3x

Ceci prouve que | Ker(f) = Vect((l, 13,3)) :

Ainsi, Ker(f) # {Ogs}, ce qui prouve que ’ f n’est pas injective ‘

3. e Rédaction 1 : sans le théoreme du rang
Im(f) = Vect (f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0, 1))
= Veet ( (1,3), (-1,0), (4,-1) )

uy L) us

On constate que uy + 3uy + 13ug = (0,0)
Done Im(f) = Vect((1,3), (—1,0))

La famille ( (1,3), (—1, O)) est libre (deux vecteurs non colinéaires forment une famille libre).

Donc Im(f) est un espace vectoriel de dimension 2, inclus dans R2. Nécessairement, on a donc | Im(f) = R? |,

Et donc | f est surjective |.

e Rédaction 2 : avec le théoreme du rang

D’apres le théoreme du rang : dim (Ker f) +rg (f) = dim (R3), d’ou rg (f) = 2.

Ceci prouve que Im (f) C R? et dim (Im f) = dim (R?).

On a une inclusion et 1’égalité des dimensions, donc |Im (f) = R? | et | f est surjective|.
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Exercice 3 (Correction rapide)

1. On utilise la définition ou la caractérisation.
2. Ker(f) = Vect( (1, —2)) et ‘ f n’est pas injective‘

3. Im(f) = Vect(f(o, 1),f(1,0)) - Vect(

ATTENTION : dans lécriture précédente, c’est "juste” wy = 2 et par ailleurs "juste” us = 1.
u; et up sont des vecteurs de R, qui est unidimensionnel. Réfléchissez-y bien.

Or, u; = 2us.
Donc Im(f) = Vect(1) =R.

Im(f) =R ‘ et ’ f est surjective ‘

Exercice 4

Sera fait en classe.

Exercice 5 (Correction rapide)

1. On trouve Ker(f) = Vect((2,2, 1)) et donc ((272, 1)) est une base de Ker(f) |.

2. Tout d’abord, cela revient a dire que : us = (1,1,0) et uz = (0,1,—1)
Initialement, on trouve Im(f) = Vect( (6,5,1), (—4,-3,—1), (—4,—4,0) )
~———
V1 V2 V3
1
La dedans, vi + vog = — 5\)3 donc Im(f) = Vect( (—4,-3,—1), (—4,—4,0) )

On transforme :

Tm(f) :Vect((—47—3,—1)7 (—4,—4,0))

- Vect( (0,1,—1), (—4,—4,0)) V1 < Vi — Vg

:Vect((O,l,—l), (1,1,0)) vy < — Ly,

= VeCt(LLg, UQ)

Im(f) = Vect(uz, us) ‘
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Exercice 6 (Correction presque compléte)

1. Double implication.
e Implication directe.
11 suffit de traduire : on prend y € Im(f), on écrit y = f(x).
On en déduit que g(y) = go f(x) =0 donc y € Ker(g).
e Implication réciproque.
Il suffit de traduire : on prend x € E.

Ainsi, f(x) € Im(f) C Ker(g) donc g(f(x)) =0etgof=0

2. (a) e L’nclusion directe est vraie
Soit u € Ker(f) N Ker(g).
On sait donc que :
u € Ker(f) et donc f(u) = 0g
u € Ker(g) et donc g(u) = Og.
Ainsi, (f+ g)(u) = f(u) + g(u) = 0g + 0g = O et donc u € Ker(f + g)

Ceci prouve que (Ker(f) N Ker(g)) C Ker(f+g) |

e L’inclusion réciproque est en générale fausse

On fournit un contre-exemple. On prend :
f: R — R ¢ g : R?
(y) = (xy) ° (x,y)
(Et il reste a vérifier que ¢a fournit bien un contre-exemple!)

lRQ

—
= (—X7_U)

(b) e L’inclusion directe est vraie
Soit u € Ker(f) : on a donc f(u) =
Et donc : f2(u) = fo f(u) = f(0 E) Og, ce qui prouve que u € Ker(f?).

Ainsi : | Ker(f) C Ker(f?) |

e L’inclusion réciproque est en générale fausse

On fournit un contre-exemple. On prend :
f: R — R?
(x,y) = (0,x)
(Et il reste a vérifier que ¢a fournit bien un contre-exemple!)

(¢) e L’inclusion réciproque est vraie
Soit w € Im(f?).
On traduit : il existe u € E tel que w = f2(u).
On a donc : w = f(f(u)).
D’ou, en posant v = f(u) : w = f(v) et donc w € Im(f).
Ainsi : \ Im(f2) ¢ Im(f) \

e L’inclusion directe est en générale fausse

On fournit un contre-exemple. On prend :
f @ R - R?
(xy) = (0,%)
(Et il reste a vérifier que ¢a fournit bien un contre-exemple!)
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Exercice 7 (Correction rapide)

1. f(x,y,2z) = <3x+y+32,x+2y—4z,y732, 2xfy+7z).

2. On trouve Ker(f) = Vect( (—2,3, 1))

3. Conformément au théoréeme du rang, on sait qu’il faut trouver Im(f) de dimension 2.

Im(f) = Vect((?), 1,0,2), (1,2,1,—1), (3,—4,—3,7)) :Vect( (3,1,0,2), (1,2, 1,—1)) (car 3us + uz = 2u;)

Exercice 8 (Correction quasi compléte)

1.

o Méthode 1

Soit a,b,c € R.

On résout : auq + bus +cus3 =(0,0,0) & ... ©a=b=c=0

Donc la famille (uq, us,us) est libre.

De plus, cette famille est constituée de 3 vecteurs dans R3 qui est de dimension 3.
Donc ‘ B est une base de R3 ‘ .

Méthode 2

rg(ul,ug,ug) = ... =3
De plus, cette famille est constituée de 3 vecteurs dans R? qui est de dimension 3.

Donc ‘ B est une base de R® ‘ .

2. On calcule :

1 0 0
Ainsi | la matrice de f dans la base Best [0 2 0
0 0 O

e f(u;) = (1,1,1) = 1 x u1 +0 X us +0 X us
o f(uy)
e f(ug) = (0,0,0) = 0 xup+0 X us +0 X us

(1,—2,0) = 0 xu; +2 X up +0 X ug

e Im(f)

Puisque B est une base de R3, on peut I'utiliser pour déterminer Im(f)
Im(f) = Vect (flw), f(w), flus) ) = Vect(u,2u5) = Vect(us,ws)

De plus, la famille (1, us) est formée de deux vecteurs non colinéaires ; cette famille est donc libre.

(ul , u2> est une base de Im(f)

Ker(f)

D’apres le théoreme du rang : dim(ker(f)) +rg(f) = 3.
Or, d’apres le début de la question, rg(f) = 2.
Donc dim(ker(f)) =1

Or, d’apres la matrice de la question 2, usg € ker(f), us étant un vecteur non nul.

Donc ‘ (ug) est une base de ker(f) ‘ .
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Exercice 9 (Correction rapide)
On note F ={(x,y,z) € R® | x +y + z = 0}. On démontre que F = Vect( (—1,1,0), (—1,0,1) )
£(F) :Vect( f((—1,1,0)) , f((—1,0,1)) ) . :Vect((3,—5,1,4)>.

Exercice 10 (Grandes lignes)

1 10
1. On trouve A= (1 0 1
0 1 1
2. On traduit : (x,y,z) € Ker (f —Aid)
x + vy = Ax
&9 X +z = Ay
y + z = A

Les valeurs de A a distinguer sont 1, —1 et 2.
Pour ces valeurs, on trouve Ker (f —Aid) de dimension 1.
Sinon, Ker (f —Aid) = {Ors}.
3. Indication 1 : si on note B’ = (uy,us, u3), alors f(u;) =..., fluy) =... et f(uz) =...
Indication 2 : si on traduit correctement les résultats de la question 2, on se rend compte qu’on a déja obtenu les
vecteurs up, ug et us.

Exercice 11 (Correction rapide)
1. On procede un peu comme dans ’exercice 10.
e Sim=0:Ker(h,, —id) = Vect((l,O, 1), (0, 1,0)) (et on a une base)
e Sinon : Ker(h,, —1id) = Vect((l, 1, 1)) (et on a une base)
vy = (1,1,1)

2. On a une famille de 3 vecteurs en dimension 3. Pour vérifier qu’on a une base, il suffit donc de vérifier que la famille
est libre. Ce qu’on fait en résolvant le systeme associé.

Pour obtenir la matrice, on calculer :
hym (v1) = v1 (puisque vq € Ker(hy, —1id))

hm(ve) = =(1—m)vy
hp(vs) =+ = (m—2)vy + (1 — m)vs (c’est le moins évident & obtenir, mais ¢a se fait).
1 0 0

La matrice est donc [0 1—m m—2
0 0 1—m

Exercice 12

Le faire.



Mathématiques BCPST 1

Exercice 13 (Correction compléte)

1. e Inclusion réciproque

Comme Ker(f) est un espace vectoriel, {Ogn} C Ker(f).
e Inclusion directe

Soit u € Ker(f).

En appliquant I'égalité vérifiée par f a u, on obtient :

f2(u) + f(u) — 2u = Ogn.

Or : u € Ker(f) donc f(u) = Ogn et donc f2(u) = Ogn.

Il reste donc —2u = Ogn, d’ott u = Ogn, d’out Ker(f) C {Ogn}
e Conclusion

Ker(f) = {Ogn}

2. La question précédente prouve que f est injective.
De plus, f est un endomorphisme donc f est surjective.

Ainsi, f est un endomorphisme bijectif ¢’est-a-dire : ‘f est un automorphisme‘ .

1
Pour obtenir f~1, on transforme : f24+f—2id=0 < fo [5 (f + id) } =id

1
Cette égalité prouve que [f~! = 3 (f + id)

3. On procede par récurrence.

e Initialisation : pour n =0
fY=id =1id 4+ 0f.
Donc 'égalité est vraie en posant ag =1 et by = 0.
o Hérédité
On suppose qu’il existe n € N tel qu’il existe a,, et by des réels tels que f™ = anid + b, f .
f'fn+1 = ftof
= (anid+baf)of
= an,f+b,f?
- anf+bn<—f+2id)
(260 )id+ (an by )f
La propriété est donc vraie au rang n + 1 en posant : an 1 = 2by et b1 = an — by
e Conclusion

Pour tout n € N, il existe deux réels a,, et by, tels que f™ = apid + b, f .

4. Soit n € N. D’apres la question précédente : bpyio = anyy —bnyr = 2bn — b
On en déduit que la suite (b, ) est récurrente linéaire d’ordre 2.

e Equation caractéristique

On résout : x? = 2 —x, c’est-a-dire x? + x — 2 = 0. Les solutions sont 1 et —2.
e Terme général

Ainsi, il existe A et u des réels tels que, pour tout n € N, by, =A X 1M 4+ x 2™ = A 4+ u2™ .
e Constantes

Pour déterminer A et W, on résout :

1 L —L

{b1—1©{)\—2u— .

—_
Wl

e Conclusions

1 n
Pour toutne[]\l,bn—g( —(—2) ) .

1
2 -1
Pour tout n € N*, a,, = §<1 — (=2)" ) .
2
Pour tout n € N*, f™* = 3
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Exercice 14 (Tres grandes lignes)

1. (a) On utilise le théoreme du rang. Les rangs possibles pour f sont 0 et 1.

(b) 1.
2. (a) n—1.
(b) Pour G, on prend une base (e1,...,en_1).
On la complete en une base (eq,...,en—_1,en) de E.
On considere I'application g : E — R et pour laquelle g(e;) =--- = g(en—1) =0 et glen) = 1.

On vérifie qu’elle convient.
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Exercice 15 (Correction détaillée)

1.

(a) On note A la matrice demandée.
On note B = (e, es, e3) la base canonique de R3.

(b)

1 1
e1 = (1,0,0) donc f(eq) = 3 (2,—1,—1) et la premiere colonne de A est 3 -1

2

-1

On obtient de méme les deuxiéme et troisiéme colonnes de A.

2 -1 -1
La matrice demandéeest A=—- | -1 2 —1
3
-1 -1 2
¢ Pour Ker(p)
Soit u = (x,y,z) € R3.
u € Ker(p)
1 2 -1 -1 X 0
@g -1 2 —1|x|yl=|0
-1 -1 2 z 0
x — vy — z =0
S —x + 2y — z = 0
-x — Yy + 2z = 0
2x — y — z =0
= 3y — 3z = 0 Ly + 2[5+ 1[4
— Sy + 3z = 0 L3F2L23+L1
X = z
sy = z
z = z

Ainsi, Ker(p) = Vect((l, 1, 1)) ; on a une famille génératrice de Ker(p) constituée d’un seul vecteur non

nul. On a donc une base de Ker(p).

Une base de Ker(p) est ((17 1, 1)).

Injectivité, surjectivité, automorphisme

Puisque son noyau n’est pas réduit au vecteur nul, on peut déja dire que ‘p n’est pas injective |.

De plus, p est un endomorphisme. Donc le fait que p ne soit pas injective implique que ‘ p n’est pas surjective |.

Et, nécessairement, ‘p n’est pas un automorphisme de R? ‘

Pour Im(p)
Tout d’abord, d’aprés le théoréme du rang, on sait que dim(Im(p)) = 2.

On calcule : Im(p) = Vect(p(el),p(eg),p(eg)) = Vect( (2,-1,-1), (—1,2,-1), (—1,—1,2))
Or: (2,—1,-1) + (=1,2,—1) + (=1, —1,2) = (0,0,0) donc Im(p) :Vect<(2,—1,—1), (—1,2,—1)).

On a ainsi une famille génératrice Im(p) constitué de deux vecteurs. Comme Im(p) est de dimension 2,
cette famille est nécessairement une base de Im(p).

Une base de Im(p) est ((2,—1,—1), (—1,2,—1) )
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Soit u = (x,y,z) € R3.

u € Ker(p) N Im(p) si et seulement si le systéme suivant, d’inconnues a, b et ¢ réelles, admet une solution :

a(1,1,1) =b(2,—1,—-1) + c(—1,2,—1).

On résout donc ce systeme :
(1(1, 17 1) = b(27 715 71) + C(ila 27 71)

a = 2b — ¢
= a = -b + 2
a = -b — ¢
a = 2b — ¢
& = 3b + 3¢ L+ ILy—14
= —3b Lg < L3 —L;

Sa=b=c=0

Ce raisonnement prouve qu'’il existe un unique élément dans Ker(p) N Im(p) : c¢’est u = (0,0,0).

| Ker(p) NIm(p) = {Ogs)

On avait noté A la matrice de p dans la base canonique de R3.

On calcule :
L2 -1 -1 L2 -1 -1 2 —1 -1 2 —1 -1
A2=- (-1 2 1| x> (=1 2 —1]l==(=1 2 —1| x|[=1 2 =1
3\ 4 9 3\ 4 9 I\1 -1 2 1 -1 2

On trouve .
On en déduit que .

2. Soit p un projecteur de K™.

On procede par double inclusion.

e Inclusion réciproque

Im(p) et Ker(p) sont des sous-espaces vectoriels de K™.
Donc {Ogn} C Im(p) et {Oxn} C Ker(p).

Donc {Og»} € Im(p) N Ker(p).

Inclusion directe

Soit u € Ker(p) N Im(p).

u € Ker(p) donc p(u) = Ogn.

u € Im(p) donc il existe v € K™ tel que uw=p(v).

Ainsi :
— Comme u=p(v),on ap(u) =popv)
— Comme p(u) = Ogn, on a p op(v) = Ogn
— Comme pop =7p, on a p(v) = 0kn
— Cela veut dire que u = Ogn

Ainsi, Ker(p) N Im(p) C {Okn}

Conclusion : ‘Ker(p) N Im(p) = {Okn}|
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Exercice 16 (Correction rapide)

-2 -3 0
1. @ A=|1 2 0
2 2 1

(b) Ker(s) ={(0,0,0)}.
On en déduit tout de suite que s est injective.

Donc, puisque s est un endomorphisme, s est aussi surjective.

Donc s est un automorphisme de R3.
Donc Im(s) = R? (sans aucun calcul supplémentaire!)
(c) A? =13 et donc s? =1id

1 1 1
2. Il faut démontrer que (5(5 + id)) o (5(5 + id)) = 5(5 +1id).

Or :

Lotia)) o (s +id)) =L(s+id)o (s +1q)

(3ts+i00) o (3 1
:i(sos—ksoid—kidos—kidoid)
:i(id+s+s+id)

1
=1 x 2(s +1id)
CQFD



