Fiche n° 23. Inégalités
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Corrigés

23.1a) l<a<2et—5<b< —3donc (somme membre & membre de deur encadrement) 1 —5 <a+b<2—-3

23.1b) Onn'ajamais 6 <a—b <5 car 6 > 5. En effet, on ne peut soustraire des inégalités, éventuellement multiplier

par —1 (avec précaution) puis sommer, ce qui donne 4 <a—b <7

23.1¢) l<a<Zet—-5<b<—3donc—-4<—-2a<—2et—15<3b< -9

done (somme membre a membre de deur encadrements) —4 — 15 < 3b—2a < —2 -9
23.1d) Onn'ajamais —5 < ab < —6 car —5 > —6

» 1 1 2
23.1e) —5<b<—3 donc(z— —— croissante surR') — < —— <=
5 b 3
1 a 2
de plus 1 < a < 2, done (produit membre ¢ membre de deux encadrements avec des nombres positifs) 5 < 3 < 3
; ;i
1 1
23.1f) Dhunepart 1 <a< 2 done 0 < va—1 <1, dautre part —5 < b < —3 donc 00 < = < o5
va—1 1
done (produit membre a membre de deur encadrements avee des nombres positifs) ﬂb2 < 95
5
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23.2.(1) ﬂ.(l—a)éﬁll = uz—a+é>() P (.’B—é) =1

23.3¢) |sin(x)| < 1 donc on multipliant par |sin(z)| > 0 il vient (sin(z))* < |sin(z)]

23.3d) On sait que 1 — cos(2z) = 2(sin(x))? et en utilisant le résultat de la question précédente on obtient :

1 — cos(2x) < 2| sin(z)|

23.4a) commez€[L,2], ona 0<n(z)<mn(2)donc 0 < (In(z))" < (In(2))" et 0 < —

23.4b) Contre-exemple : £ = 2 et n = 1 sachant que 0 < In(2) < 1 done In(2)* < In(2)

nt1
23.4¢) commez € [1,2], ona 0<In(zx) <1In(2) < 1 donc 0 < (In(z))*"" < (In(x))" donc 0 < (hll('s)) <

(In(z))™ ! (111(.1:)
g~ T

23.4¢) On a vu que pour tout = € [1,2],

23.4f) Onavuquepourtout = € [1,2],0 < ——— < (In(2))", donc (creissance de Uintégrale) 0 < un < (In(2))",
T

comme ) < In(2) < 1, onaVneN,0<u, <1

23.4 g) Onavuque pour tout z € [1,2],0 < (niz))” < (In(2))", done (eroissance de Uintégrale) 0 < u, < (In(2))",
T

comme —1 < In(2) < 1, en utilisant le théoréme des gendarmes on obtient que (u,,) converge vers (.

[

23.5b) Contre-exemple : =
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23.5 ¢) Contre-exemple : x = 3
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23.5 d)

wy < 0, uz > 0et uz <0 done uy < uz et uz > us.

Done |u,| <

(In())™

14+=

tun[ = /
1/2

¥

BI|—

dz  or pour tout e [1/2;1], 0 < |In(z)| < In(2) et 0<

(In(2))" de plus —1 < In(2) < 1 done () théoréme des gendarmes ) (u,) converge vers (.

23.6 a) Chacun des n termes de la somme est compris entre () et 1.
. , 1 1
23.6 b) Chacun des n termes de la somme est compris entre — et 2
2n n+1

1 1 1 1 1 1

23.6¢) Tuy1—To= + = = — = >0
Mm+2 m4+1 n+l 41 2ni2 (2n+ 1)(2n +2)

1 1 1 1 1 1

e .. -T.= et et - - >0
d) it 2n+2+2u+1 I | 41 2n4+2 (Zn+1)(2n+2) =
23.6 ¢) La suite (T,) est croissante majorée dong elle converge.
23.73) Uni1 — Un = —2(‘/31 v vfﬁ) 7. 1 _ 1 9
vn+1 v+l Vn+l+yn

rvnt+l+yn<2yntl done g, 1 — gy, < )

1
- == n:_2 V = = — =
e (Vn+1-+a) Jntl Jatl Jatltm

rvn+1l+yn<2ynil done w7 —u, <0

23.7 ¢)

1
D'une part : vVE+1— \/E = <
B VE+1+vE  2vE

l . D’autre part : VE—VE—1=

1
7;_
VE4+VE—T1 2vk

23.7 d) En sommant les encadrements précédents et en simplifiant les sommes télescopiques, il vient :

p— I |
k=1

done —2vVn+2vVn+1—2 < u, <0 et comme Vn+1 — /n>= 0 done —2 < u, <0
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