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Intégration

Calculs d’intégrales

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

1
1. I= J:) x arctan(x) dx

elnx

[\

dx

[
2 _x2
.J‘ilxe *dx

=~ W

fle x"In(x) dx (n € N)

J"o 1
5. ——— dx
1 2x2 —2x+ 1
On pourra utiliser le changement de variable

t=2x—1.

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes :

1
1. I= J:) arctan(x) dx

On pourra utiliser une intégration par parties.

1
2. 1= J:) In(1 +x2) dx
On pourra utiliser une intégration par parties.
e dx
2 xInx
1
4. fo V1—x2dx
On pourra utiliser le changement de variable
x = sin(0).

Exercice 3
1
x2—3x+2
1. Démontrer qu’il existe deux réels a et b que l'on
déterminera tels que, pour tout x € Dy :

On pose f:x —

a+b
xX—2

f(x) =

2. En déduire [?, f(x) dx.

x—1

Exercice 4

/2 9 /2 9
On pose I = J‘o cos“tdtet | = fo sin“ t dt.
Montrer que I = ] et en déduire leur valeur commune.

T
On pourra utiliser le changement de variable u = 5 t.

Exercice 5
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b].

b b
1. Vérifier que : J‘ f(x) dx:f fla+b—x)dx .
a a

2. On suppose que, pour tout x € [a, b],
fla+b—x) =f(x).

b b
Exprimer f x f(x) dx en fonction de f f(x) dx.
a a

Tt sin(t)
) lcul f _—
3. Calculer 0 TTcos2(D)

Exercice 6

On définit C et S par :

B /2 cos(t)
C= JO cos(t) + sin(t) dt

5 J“/Q sin(t)
o cos(t) + sin(t)
1. A T'aide d’un changement de variable, démontrer que
Cc=S.
2. Calculer C + S puis en déduire les valeurs de C et S.
3. A l'aide d’un changement de variable, calculer :

Jl dx
0 x++v1—x2

Sommes de Riemann

Exercice 7

Déterminer la limite de la suite (w,,) définie par :

1. vn e N*, u,, = — )_ cos (%) sin (E)

n

2. Vne N* |, u, =

3. ' neN*, u,

Il
M

k=0 vVn2 +kn

Exercice 8
n 1

Donner un équivalent en +oo de t, = —_—.

4 " kél (n+2k)3

Suites d’intégrales

Exercice 9

Soit n € N. )

Pour tout k € [0,n], on pose Iy = J:) xR (1 —x)"* dx.

1. Calculer Ij.

2. Déterminer une relation entre Iy et I, pour n € N*
et k € [0,n—1].

3. Donner la valeur de Iy pour k € [0,n].

Exercice 10

1
Pour tout n € N, on pose I, = J; (1—t)me 2t dt.
1. Montrer que la suite (I,) est bien définie.
2. Etudier les variations de la suite (I,).
3. Déterminer le signe de I, pour tout n € N. Justifier
alors que la suite (I,) est convergente.
1
4. Montrer que pour tout n €N, 0 < I,, < ——

n+1’
En déduire la limite de la suite (I,).

5. A Taide d’une intégration par parties, montrer que
pour tout n € N :

2lnpr =1—(n+ 1),
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Exercice 11

Pour tout n € N, on pose :

/4
I, = J tan™ x dx
0

1. Calculer Iy, I; et Io.
2. Montrer que la suite (I,,) converge.

3. Déterminer une relation de récurrence entre I, et I, 2
(neN).

4. En déduire que la suite (I,,) converge vers 0 et donner
un équivalent de I, en +oo0.

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 12

On définit f sur [— g, g} par :

f(x) = J;X vcos 2t dt.

1. Justifier que f est bien définie.

2. Montrer que f est impaire.

7
3. Montrer que, pour tout x € [0, Z}, f(x) < x.

Exercice 13

1. Résoudre sur R I'équation différentielle :

(B1) : y"+y=—sin(x)

On cherchera une solution particuliére sous la forme

X — Ax cos(x) + wx sin(x) ot A et u sont des réels.
2. Soit f une fonction continue sur R.

On note F la primitive de f qui s’annule en 0.

On note G la primitive de t +— tf(t) qui s’annule en 0.

On définit la fonction ¢ par :

X

(p:XHJ (x —t)f(t) dt

0

(a) Pour x € R, exprimer ¢@(x) & l'aide de F et G.
(b) Montrer que ¢ est de classe € sur R.

3. On consideére dans cette question 1’équation intégrale
(E2) :

X

Vx € R, f(x) = sin(x) —J (x —t)f(t) dt

0

ou f est une fonction continue sur R.

Montrer que, si f est solution de (Es), alors f est solu-
tion de (Eq).

4. Résoudre alors (Ej).

Exercice 14

Soient f une fonction continue sur R et G définie sur R
par :

1 x

—J. f(t)dt six#0

G(x)={ X
f(0)

1. On définit, sur R, la fonction F par :

six=0

F:X>—>J' f(t) dt
0

(a) Déterminer le développement limité & l'ordre 1 de
F en 0 en fonction de f(0).

(b) Pour x € R*, exprimer G(x) & l’aide de la fonction
F.

(¢) Démontrer que G est continue sur R.

2. Montrer que G est de classe ! sur R* et calculer G’(x)
pour x € R*.

Approfondissement

Exercice 15

Soit a €]0, +oo .
On considére une fonction f continue définie sur [—a, al
a valeurs dans R.

1. On suppose dans cette question que f est paire.
Démontrer que :

Jja f(t)dt =2 J: f(t) dt

On pourra utiliser le changement de variable uw = —t.

2. On suppose dans cette question que f est impaire.
Démontrer que :

a
J f(t)dt=0
—a
On pourra utiliser le changement de variable u = —t.

Exercice 16

Soit T €]0, +oo .

On considere une fonction f continue définie sur R,
T—périodique.

Démontrer que :

-
f(t) dt

a+T

Va>O,J

a

f(t) dt = J

0
On pourra utiliser le changement de variable u =t —T.

Exercice 17
Soit f: [a,b] — [0, +oo [ continue.

b
On suppose que f f(t)dt = 0.
a
Démontrer que f est constante égale a 0.



