Mathématiques BCPST 1

Intégration - Correction

Exercice 1 (Correction trés rapide)

1. IPP et on trouve T_ }
4 2

1
2. Primitive usuelle et on trouve 3

1
3. Primitive usuelle et on trouve 3 (el —e™)

1+ nentt

4. IPP et on trouve W

us
5. Changement de variable et on trouve — 5
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Exercice 2 (Correction détaillée)

1
1. I= J:) arctan(x) dx.

On pose
u'(x)

v(x)

1

arctan(x)

Les fonctions 1 et v ainsi définies sont de classe C' sur [0,1]. D’ot1, par intégration par parties :

1 Lox
I = [x arctan(x)}o - J:)mdx
T 1 '
e )
: {2 n +x 0
- 1
: 5 n(2)
T 1
I=-—-n2
173 n(2)
1
2. 1= ] In(l+x%)dx
On pose
Vi) = 1 u(x) = X
L , ) — 2x
vx) = In(14x2) vitx T+x2
1 1 2x2
—_ 2 - 1+ %2
I = [xln(1+x)}0 J:)1+X2 o
Ix?4+1—1
_ In(2) - 2fo e
1.2
x“+1 1
_ In(2 - QI 2+l x4l
1
= m - 2featan(y]
s
_ In(2 - 2(1_7)
n(2) 4

[=In(2)—2+ 2

2

3. (Il s’agit juste d’une primitive usuelle)

Iz[QOuwz

I=In ( 111(2))

1+ x2
Les fonctions 1 et v ainsi définies sont de classe C' sur [0,1]. D’oll, par intégration par parties :

X
1
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4. Le changement de variable proposé est de classe C'.
x = sin(0) donc dx = cos(0) d6

De plus :
X ‘ 0 = arcsin(x)
0 0
1 /2
D'ou :

I = J;% /1 —sin?(0) cos(0) dO

J;% | cos(0)]| cos(0) dO

J:)Q cos(0) cos(0) dO (sur l'intervalle d’intégration, cos(0) > 0)

T
B J“§ cos(20) +1
= )2—

5 de

13

I =

~1 A

Exercice 3 (Correction trés rapide)

1. Méthode habituelle, au choix entre brouillon/vérification et analyse/synthese.
On trouve a =—1let b=1.

4
2. On trouve In ( §)
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Exercice 4
e Méthode 1 (en suivant l'indication)
On calcule I avec le changement de variable indiqué.
U
On pose u = §—t.

Tout d’abord, le changement de variable est de classe C'.
De plus, du = —dt.

Enfin :
t u
0 |m/2
/2 0

0
= — cos? (E —u) du
z 2
0
= —|. sin?(u) du (formule de trigo)
H
T,
= sin”(u) du
=] (variable muette)
I=]
. T, . 3 7t
Par ailleurs, I+ ] = , oS (t) +sin”(t)dt = o 1dt = 5
T
Dou|l=]=—
ol ] 1

e Méthode 2 (sans suivre I'indication)

I =

1rsin(2t)72 1 s
- L
2 2 0 2 2
1 TT
= - 0 —_
5 Ut
. 7T
4

On calcule | de méme.

e Comparaison des deux méthodes
Oui, d’accord, la deuxieme méthode est tout a fait valable. Mais la premiere est plus élégante !
Dans la deuxiéme, on fait le calcul et on constate que I et | ont la méme valeur. Comme si ¢’était un hasard qu'on

T
ait trouvé 1 les deux fois.

N p A . N Tt .
Dans la premiere, on démontre que I et ] ont par essence la méme valeur et il s’avere que cette valeur est 1 (ce qui

est dans le fond un détail).
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Exercice 5 (Grandes lignes)

1. On fait le changement de variable t = a + b — x.
2. On utilise 'hypothése sur f puis on calcule I'intégrale de gauche en faisant le changement de variable t = a+b —x.
On trouve : [) xf(x) dx = (a+b) [° f(t)dt — [7 f(x) dx

b
D’ot : fz xf(x) dx = a—; fz f(x) dx
sin(t)
3.a=0,b= t f(t) = ————.
a=" et f(t) 1+ cos?(t)

2
s
On trouve T
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Exercice 6 (Grandes lignes)

T
1. Le changement de variable est le méme que celui de l’exercice 3 : on pose u = — —t.

De fagon générale, ce changement de variable est souvent utilise lorsqu’on veut ”transforme des sin en cos et

réciproquement”.
2. On calcule C + S en utilisant la linéarité de 'intégrale.
s
On trouve C+ S = 5
s
On en déduit que C =S = 1

3. On fait le changement de variable x = sin(t), ce qui revient & t = arcsin(x) vu U'intervalle considéré.

s
On trouve que l'intégrale vaut C = ik

Exercice 7 (Grandes lignes)

1. On reconnait une somme de Riemann associée & f : x — cos(x) sin(x) sur l'intervalle [0, 1].
Selon la facon dont on primitive, on peut trouver deux résultats en apparence différent mais qui sont en réalité

égaux.
) 1 ., 1 —cos(2)
nE}Eooun =5 sin (1) = —

2. On fait apparaitre une somme de Riemann. L’intervalle est [0, 1] et la fonction est f:x — In(1 + x).
On trouve lim u, =In(4)—1
n—+oo
1
VI+x

3. On fait apparaitre une somme de Riemann. L’intervalle est [0, 1] et la fonction est f: x —
Pour primitiver, on conseille d’écrire f(x) = (1 +x)1/2 .

On trouve lim u, =2v2—2
n—+oo

Exercice 8 (Correction compléte)

Soit n € N*.
L 1
t pr— —_—
" k; (n +2k)3
1 1

qu
On reconnait que u, est une somme de Riemann associée a la fonction :

f @ [0,1] — R

1
'_) —
* (1+2x)°
Par les théoremes opératoires, f est bien continue sur [0, 1].
1 1 1 —1 12
D li :f —— —dx=|- X —— | ==
one A" T do Trar T L2 F 220200 9

2

D ou tﬂ ~“Nn— —
M +o00 9 2
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Exercice 9 (Grandes lignes)

1 1
11 :J L-x)hdx = [— —— (=)™ = —
0 (1 =)™ dx U A Pty
2. On fait une IPP.
I n—%k ! n—k
I :{ K107 _ nfk} f KH1(] oy (k1) gy — 25y
S o E Lt i PR v o MRS AR R

k+1
C’est-a-dire I = I
est-a-dire Iy kK

3. On procede par conjecture puis récurrence.

1
TR
Il*n—oloi nmn+1)
12: 2 11: 2
n—1 n+1)nn—1)
_kl(n—K)!
T Tt

Exercice 10 (Grandes lignes)

1. Soit n € N.
La fonction t — (1 —t)™e 2" est continue sur [0, 1] donc I, existe.

Donc \ la suite (I) est bien définie \

2. Pour n € N, on calcule I, 11 — I, et on étudie le signe.

On trouve I1;,1 < I, donc ‘ (I,) est décroissante‘ .

3. ‘Pourtoutnehxl, In>0‘.

Par le théoreéme de la limite monotone, | (I,,) converge | .
4. Soit n € N.

On sait déja que 0 < I,,.

Pour tout t € [0,1] : (1 —t)"e 2t < (1 —1t)™.

1
D’ou, en passant a l'intégrale, I,, < ——.
p g nS T
1
Pour tout n €N, 0 < I, < ——
n+1

Par théoreme des gendarmes, | lim I,, =0
n—+oo

5. Tout est dans la question.
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Exercice 11 (Correction en partie détaillée)

1. Fait en classe.

On trouve : Ip = g ; I, = Lh=1—

2. Fuait en classe.

On trouve que la suite (I,,) est décroissante et minorée (par exemple par 0).

Donc, par le théoreme de la limite monotone, | (I,) converge | .

3. Soit n € N. On calcule :
/4
Inio = J:) tan™2(x) dx

/4

= fo tan?(x) tan™(x) dx
/4

= J; (tan?(x) +1—1) tan™(x) dx
/4

= J; (tan?(x) + 1) tan™(x) — tan™(x) dx

/4 /4
= J; tan’(x) tan™(x) dx — J; tan™(x) dx

[tan“+1 (x) } /4
n+1 lo "
_ 1
n+1 "
1
Pour tout n e N, I, + [, 0 = ——
n+1

4. e Limite
On sait que (I,) converge ; on note L sa limite.

s
1

En passant a la limite dans ’égalité de la question 3, on obtient 2L =0 d’ou L = 0.

(I,,) converge vers O .

e Equivalent
Soit n au voisinage de +o0.
Comme (I,) est décroissante, on obtient :

In+2 < In g In72
< In+2 + In < 2 In < In72 + In

1 1

< — < 20, < S (d’apres la question 3)
n+1 n—1
n n
& —_— < 2nl, < —
n+1 e |
Par théoreme des gendarmes, lim 2nl, =1.
n—+oo
I
Dou: lim —/ =1.
nite T
2n
. 1
Ce qui prouve que : | I, ~ —
n—+oo 2N

e Remarque

On peut déterminer ’équivalent avant la limite ; I’équivalent prouve que I,

n—

—
+oo

0.
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Exercice 12 (Correction détaillée)

1. e Premieére étape : la fonction intégrée est bien définie
soiv e [~ 7]
oit x -, =
4’ 4

Soit t compris entre 0 et x (ce qu’on écrit de cette fagon, parce qu’on ne sait pas si x est positif ou négatif et
donc on ne sait pas s’il faut écrire [0,x] ou [x,0]).

Ainsi :
Tl
47774
T T
d —— <2t < =
onc 5 5
donc 0 < cos(2t)
donc cos(2t) existe

e Deuxieme étape : 'intégrale existe

Soi T T
oit x € [— R Z}
La fonction t — +/cos(2t) est continue sur [0,x] ou sur [x, 0] donc I'intégrale qui définie f(x) existe.
e Conclusion
‘ f est bien définie. ‘
2. Tout d’abord, f est définie sur un ensemble symétrique par rapport a 0.

soit x e [~ 7,7,

4’ 4
On fait le changement de variable u = —t; le changement de variable est C!.
du = —dt
Quand t =0, u=0 et quand t =x, u=—x.
D’ot :

fox) = fofx Jcos(20) dt
= J;X v/cos(—2u) (—du)
= — J:)x Vcos(2u) du (par parité de cos)

-
Ceci prouve que .
3. Soit x € [0, ﬂ
Pour tout t € [0,x], \/cos(2t) < 1.

D’ou, en intégrant, f(x) < x.

Pour tout x € [O, g}, f(x) <x
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Exercice 13 (Correction presque compléte)

1. e Equation caractéristique

(b)

On commence par résoudre I’équation X? + 1 = 0 d’inconnue le complexe X.
Les solutions de cette équation sont i et —i.

Equation homogene

On résout ensuite ’équation homogene (Eg) : y” +y =0.
L’ensemble des solutions de (Eg) est :

Y : R - R | Ki,KyeR
x +—  Kjcos(x)+ Ky sin(x)

Solution particuliere
Soient A, u € R.
On note yo la fonction définie pour tout x € R, yo(x) = Ax cos(x) + px sin(x) .

Yo est deux fois dérivable sur R et :
¥x € R, y{(x) = Acos(x) — Axsin(x) + psin(x) 4+ px cos(x)
¥x € R, y{(x) = —Asin(x) — Asin(x) — Ax cos(x) + pcos(x) + pcos(x) — pxsin(x)

De plus :
Yo est solution de (E;)

& VxeR, y§(x) +yo(x) = —sin(x)
& VxeR, (— AX + 2u> cos(x) + (— 2\ — ux) sin(x) + Ax cos(x) + puxsin(x) = —sin(x)
S Yx €R, 2uncos(x) — 2Asin(x) = —sin(x)

1
On voit qu'il suffit de prendre p =0 et A = 3

Conclusion

L’ensemble des solutions de (E;) est :

Y : R - R | Ki,Ky€eR
x —  Kjcos(x)+ Kgsin(x) + gcos(x)

Soit x € R .
On calcule :

o) = [ x-vrva

0
X J;X f(t) dx — J:: f(t) dt

= xF(x)—G(x)
‘Vx eR, @(x) =xF(x) —G(x) ‘

F est une primitive de f qui est continue sur R, donc F est de classe €! sur R .

De méme, G est de classe €' sur R.

Donc, par les théorémes opératoires, ‘ @ est de classe C! sur R|.

3. Soit f une fonction continue sur R solution de (Es) sur R.

54
=

f est solution de (Es)
X

Vx € R, f(x) =sin(x) — o (x —t)f(t) dt
Vx € R, f(x) =sin(x) — xF(x) + G(x)
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4.

(en conservant les notations de la question 2)

Ceci prouve que f est de classe €' sur R. De plus, pour tout x € R :
f'(x) = cos(x)—F(x)—xF'(x)+ G’'(x)

cos(x) — F(x) — xf(x) + xf(x) (par définition de F et G)

cos(x) — F(x)

Cette derniere ligne prouve que f’ est dérivable sur R.
De plus, pour tout x € R : f”(x) = —sin(x) — f(x)
C’est ce qu’on voulait.

Si f est solution de (Es), alors f est solution de (Eq).

e Analyse
On suppose que f est une fonction solution de (Es).
D’apres la question 3, f est alors solution de (Eq).
D’apres la question 1, il existe donc Ky et Ko des réels tels que, pour tout x € R :

f(x) = Kq cos(x) + Kg sin(x) + g cos(x) .

On chercher alors & déterminer K et Ks.

D’une part, f(0) = Kj cos(0) + Ky sin(0) + gcos(o) = Ky
0

autre part, = sin(0) — —t)f(t)dt = apres les calculs au début de la question 3).
D’ (0) in(0) ((O f(t)d 0 (d’apres 1 lcul début de 1 ion 3

)
Ainsi, K; =0, et, pour tout x € R, f(x) = Ky sin(x) + gcos(x) .

1
Pour tout x € R, f(x) = Kgcos(x) + 3 cos(x) — g sin(x) .
1 0 1
D’une part, f'(0) = Kgcos(0) + 3 cos(0) — 3 sin(0) = Ko+ 3
D’autre part, /(0) = cos(0) — F(0) = 1 (d’apres les calculs de la question 3).
.y 1
Ainsi, Ko = 3

Finalement, pour tout x € R, f(x) = X COS(X)2+ sin(x) )

e Synthese

_x cos(x) + sin(x)

On définit la fonction f pour tout x € R par : f(x) 5

Tout d’abord, f est bien continue sur R.
Ensuite : soit x € R.

f;(x—t)f(t)dt = J;X(X_t)wdt

X

J‘x XJ‘x . 1 J‘x 5 1 ‘J"x .
5 Jo t cos(t) dt+§ 0 sin(t) — 5 Jo t= cos(t) dt — 5 Jo tsin(t) dt

et on vérifie qu’elle convient.

= ... (par IPP)

= sin(x) — f(x)
Donc f convient.
e Conclusion

x cos(x) + sin(x)

(E2) a une unique solution ; c’est la fonction définie sur R par : f:x — 5
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Exercice 14 (Grandes lignes)
1. (a) F(x) =xf(0) + ox—o(x)

(b) six #0, G(x) = %(F(x) —F(—) )
(¢) e SurR*:OK

e En0:

On utilise le DL de F, et on trouve que G(x) tend vers f(0) quand x tend vers 0.

C’est ce qu’on voulait.
2. C': OK
1 (f = 1)) x = (Feo = F(=x)
2 x2

Exercice 15 (Grandes lignes)

a 0 a
1. On écrit : f f(t) dt = f f(t) dt + J:) f(t) dt .
—a —a
On utilise le changement de variable pour démontrer que ces deux intégrales sont égales.

2. Méme méthode, mais on trouve que les deux intégrales sont opposées.

Exercice 16 (Grandes lignes)

a+T 0 T a+T
On écrit : ‘f f(t) dt = f f(t) dt + J; f(t) dt + L f(t) dt .

On utilise le changement de variable pour démontrer que la troisieme intégrale est 'opposé de la premiere.

Exercice 17 (Grandes lignes)

Absurde.

Sinon ; il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) > 0.

Par continuité, il existe alors un intervalle I d’intérieur non vide tel que :
e IN[a,b] #0

eccl

e Vxel, f(x) >0

b
Ainsi, J‘ f(t)dt > fl f(t) dt > 0, ce qui est faux.
a



